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Re´sume´
Cet article est le premier d’une se´rie de trois articles consacre´s aux images
directes d’isocristaux : ici nous conside´rons des isocristaux sans structure de
Frobenius ; dans le deuxie`me [Et 6] (resp. le troisie`me [Et 7]), nous introdui-
rons une structure de Frobenius dans le contexte convergent (resp. surcon-
vergent).
Pour un morphisme propre et lisse relevable nous e´tablissons la surconver-
gence des images directes, graˆce a` un the´ore`me de changement de base pour
un morphisme propre entre espaces rigides analytiques. Ce re´sultat re´pond
partiellement a` une conjecture de Berthelot sur la surconvergence des images
directes par un morphisme propre et lisse.
Abstract
This article is the first one of a series of three articles devoted to direct
images of isocrystals : here we consider isocrystals without Frobenius struc-
ture ; in the second one [Et 6] (resp. the third one [Et 7]), we will introduce
a Frobenius structure in the convergent (resp. overconvergent) context.
For a liftable proper smooth morphism we establish the overconvergence
of direct images, owing to a base change theorem for a proper morphism
between rigid analytic spaces. This result partially answers a conjecture of
Berthelot on the overconvergence of direct images under a proper smooth
morphism.
2000 Mathematics Subject Classification : 13B35, 13B40, 13J10, 14D15,
14F20, 14F30, 14G22.
Mots cle´s : alge`bres de Monsky-Washnitzer, sche´mas formels, espaces ri-
gides analytiques, the´ore`me de changement de base propre, cohomologie ri-
gide, isocristaux surconvergents.
Key words : Monsky-Washnitzer algebras, formal schemes, rigid analy-
tic spaces, proper base change theorem, rigid cohomology, overconvergent
isocrystals.
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0. Introduction
Soit V un anneau de valuation discre`te complet, de corps re´siduel k =
V/m de caracte´ristique p > 0 et de corps des fractions K de caracte´ristique 0.
Cet article est le premier d’une se´rie de trois consacre´s aux images directes
d’isocristaux. Ici on rappelle la de´finition des images directes d’isocristaux
surconvergents par un morphisme f : X → S (cf [B 5], ou [C-T], [LS]) de
k-sche´mas et on prouve leur surconvergence dans le cas ou` f est propre et
lisse relevable, ou X est une intersection comple`te relative dans des espaces
projectifs sur S.
L’outil essentiel dans la preuve de ce re´sultat est le the´ore`me de change-
ment de base pour un morphisme propre du §1 : on e´tablit celui-ci d’abord
dans le cadre des sche´mas formels [the´o (1.1)], puis dans le cadre des espaces
rigides analytiques [the´o (1.2)] graˆce aux travaux de Bosch et Lu¨tkebohmert
[Bo-Lu¨ 1],[Bo-Lu¨ 2],[Lu¨].
La notion de voisinage strict e´tant e´troitement lie´e a` celle de surconver-
gence des isocristaux, on de´veloppe au §2 quelques proprie´te´s de ces voisi-
nages stricts dans le cas plongeable : dans le cas carte´sien, l’image inverse
d’un syste`me fondamental de voisinages stricts est un syste`me fondamental
de voisinages stricts [prop (2.2.3)] ; le meˆme re´sultat vaut pour un morphisme
fini et plat, ou fini e´tale, ou fini e´tale galoisien [prop (2.3.1)], ce qui nous ser-
vira dans un article ulte´rieur.
Apre`s avoir rappele´ au §3 la de´finition des images directes d’isocristaux
surconvergents donne´e par Berthelot dans une note non publie´e [B 5] (voir
les articles [C-T], [LS] de Chiarellotto-Tsuzuki et Le Stum pour la publica-
tion des de´tails), on e´tablit leur surconvergence pour un morphisme propre
et lisse relevable, en meˆme temps que le the´ore`me de changement de base
[the´o (3.4.4)] : un ingre´dient essentiel est l’extension aux voisinages stricts
du the´ore`me de changement de base pour un morphisme propre [the´o (3.3.2)].
Des re´sultats de rele`vement de [Et 5] on de´duit alors la surconvergence des
images directes d’un isocristal surconvergent par un morphisme f : X → S
projectif et lisse, ou` S est lisse sur le corps de base k et X relevable en un V-
sche´ma plat [the´o (3.4.8.2)] (resp X est une intersection relative dans des es-
paces projectifs sur S [cor (3.4.8.6)]). Une variante, e´tudie´e dans le the´ore`me
(3.4.9), rame`ne la preuve de la surconvergence du cas projectif lisse au cas ou`
la base S est affine et lisse sur k. Ici nous avons laisse´ de coˆte´ le cas d’un mor-
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phisme fini e´tale qui sera traite´ dans [Et 6] et [Et 7] (cf [Et 4, chap III, et IV]).
Ces the´ore`mes (3.4.8.2), (3.4.8.6) et (3.4.9) [resp. le the´o (3.4.4)] re´solvent
partiellement une conjecture de Berthelot [B 2] sur la surconvergence des
images directes par un morphisme propre et lisse : dans [Et 7] ( cf [Et 4,
chap IV]) nous en donnons une version avec structure de Frobenius.
Dans le cas ou` la base S est une courbe affine et lisse sur un corps
alge´briquement clos k (resp. S est une courbe lisse sur un corps parfait k)
la conjecture a e´te´ prouve´e pour le faisceau structural par Trihan [Tri] (resp.
Matsuda et Trihan [M-T]). Dans le cas relevable, la conjecture a aussi e´te´
prouve´e inde´pendamment par Tsuzuki par des voies diffe´rentes [Tsu] : en
particulier il n’a pas a` sa disposition le the´ore`me de changement de base
pour un morphisme propre entre espaces rigides analytiques, alors que pour
nous celui-ci tient une place centrale. Une autre approche est celle de Shiho
qui utilise les log-sche´mas [Shi 1], [Shi 2], [Shi 3].
Notations : Pour les notions sur les espaces rigides analytiques et la
cohomologie rigide nous renvoyons le lecteur a` [B 3], [B 4], [B-G-R], [C-T] et
[LS]. Sauf mention contraire, dans tout cet article on de´signe par V un anneau
de valuation discre`te complet, de corps re´siduel k = V/m de caracte´ristique
p > 0, de corps des fractions K de caracte´ristique 0, d’uniformisante π et
d’indice de ramification e.
On suppose donne´ un entier a ∈ N∗ et on de´signe par C(k) un anneau de
Cohen de k de caracte´ristique 0 [Bour, AC IX, § 2, no 3, prop 5] : C(k) est
un anneau de valuation discre`te complet d’ide´al maximal p C(k) [EGA OIV ,
19.8.5] et on note K0 son corps des fractions, K0 = Frac (C(k)). Il existe
une injection fide`lement plate C(k) →֒ V qui fait de V un C(k)-module libre
de rang e [EGA OIV , 19.8.6, 19.8.8] et [Bour, AC IX, § 2, no 1, prop 2].
On fixe un rele`vement σ : C(k) → C(k) de la puissance aie`me du Frobenius
absolu de k comme dans [Et 2, I, 1.1] ; on suppose que l’on peut e´tendre
σ en un endomorphisme de V, encore note´ σ, de telle sorte que σ(π) = π ;
on notera encore σ l’extension naturelle de σ a` K : lorsque k est parfait
C(k) est isomorphe a` l’anneau W (k) des vecteurs de Witt de k et σ est un
automorphisme de K. Si k →֒ k′ est une extension de corps de caracte´ristique
p > 0, V ′ := V ⊗C(k) C(k
′), K ′ = Frac(V ′), on peut relever la puissance aie`me
du Frobenius absolu de k′ en un morphisme σ′ : K ′ → K ′ au-dessus de
σ : K → K [Et 2, I, 1.1].
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1. Changement de base pour un morphisme
propre
Le the´ore`me suivant est un pre´alable pour les the´ore`mes de changement
de base en ge´ome´trie rigide.
The´ore`me (1.1). Soient V un anneau noethe´rien et I  V un ide´al ; on
suppose V se´pare´ et complet pour la topologie I-adique. Soit
X ′
v //
g

X
f

S ′
u // S
un carre´ carte´sien de V-sche´mas formels (pour la topologie I-adique) de type
fini, avec f propre.
(1.1.1) Soit F un OX -module cohe´rent. Alors, pour tout entier i > 0, on a :
(1) Rif∗(F) est un OS-module cohe´rent.
(2) Supposons de plus u plat ; alors le morphisme de changement de
base
u∗Rif∗(F) −→ R
ig∗v
∗(F)
est un isomorphisme.
Plus ge´ne´ralement on a :
(1.1.2) Soient E•X un complexe borne´ de OX -modules cohe´rents et E
•
X ′ = E
•
X⊗OS
OS′. Alors, pour tout entier i > 0, on a :
(1) Rif∗(E
•
X ) est un OS-module cohe´rent.
(2) Supposons de plus u plat ; alors le morphisme de changement de
base
u∗Rif∗(E
•
X ) −˜→ R
ig∗(E
•
X ′)
est un isomorphisme, qui s’interpre`te aussi comme un isomor-
phisme
lim
←
n
u∗nR
ifn∗(E
•
Xn)−˜→ lim←
n
Rign∗(E
•
X′n
) ;
(cf. notations plus bas).
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De´monstration.
Pour (1.1.1)(1). La cohe´rence de Rif∗(F) sur OS est rappele´e pour
me´moire [EGA III, (3.4.2)].
Pour (1.1.1)(2). Notons Fn = F/I
n+1F et ϕn le morphisme canonique
ϕn : R
if∗(F) → Rif∗(Fn). Posons Cn = Coker ϕn, H = Rif∗(F),Hn =
Rif∗(Fn) et H′n = H/I
n+1H. Comme In+1H ⊂ Ker ϕn on a une surjection
H′n ։ H/Ker ϕn
de noyau note´ Kn. Dans les suites exactes
(1.1.1.1) 0 −→ Kn −→ H′n −→ H/Ker ϕn −→ 0
(1.1.1.2) 0 −→ H/Ker ϕn −→ Hn −→ Cn −→ 0,
les syste`mes projectifs (H′n)n et (H/Ker ϕn)n ve´rifient la condition de Mittag-
Leﬄer (note´e M-L) car les fle`ches de transition sont surjectives. De plus (Hn)n
ve´rifie M-L d’apre`s [EGA III, (3.4.3)], donc (Cn)n aussi [EGA OIII , (13.2.1)].
D’ou` l’exactitude de la suite
(1.1.1.3) 0 −→ lim
←
n
H/Ker ϕn −→ lim←
n
Hn −→ lim←
n
Cn −→ 0 .
D’autre part on a un isomorphisme [EGA III, (3.4.3)]
Rif∗(F)−˜→ lim←
n
Hn ;
comme Rif∗(F) est un OS-module cohe´rent [EGA III, (3.4.2)], il est se´pare´
et complet pour la topologie I-adique, donc on a aussi un isomorphisme
Rif∗(F)−˜→ lim←
n
H′n.
Ainsi le morphisme compose´
lim
←
n
H′n −→ lim←
n
H/Ker ϕn →֒ lim←
n
Hn
est un isomorphisme, donc chacune des fle`ches est un isomorphisme (car la se-
conde est injective par (1.1.1.3)). Par suite lim
←
n
Cn = 0 ; comme (Cn)n ve´rifie
M-L, on en de´duit que le pro-objet ≪ (Cn)n ≫ associe´ est le pro-objet nul
[G , 195-03, §2], i.e.
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(1.1.1.4) ∀n, ∃n′ > n tel que Cn′ → Cn soit la fle`che nulle
(cf aussi [Bour, TG II, §3, no 5, the´o 1]).
D’apre`s [EGA III, (3.4.4)] les Ker ϕn de´finissent surH une filtration I-bonne,
i.e. [EGA 0III , (13.7.7)], on a IKer ϕn ⊂ Ker ϕn+1 avec e´galite´ pour n assez
grand ; en particulier on a Ker ϕn ⊂ IH pour n assez grand et la topologie
sur H de´finie par les Ker ϕn co¨ıncide avec la topologie I-adique : par plati-
tude de u, la topologie sur OS′⊗OSH de´finie par les OS′⊗OS Ker ϕn co¨ıncide
donc avec la topologie I-adique. Comme H est cohe´rent sur OS on en de´duit
des isomorphismes
OS′ ⊗OS H−˜→ lim←
n
(OS′ ⊗OS H/ I
n+1(OS′ ⊗OS H))
−˜→ lim
←
n
(OS′ ⊗OS H/ OS′ ⊗OS Ker ϕn)
−˜→ lim
←
n
(OS′ ⊗OS (H/Ker ϕn)) .
Or il re´sulte de (1.1.1.4) que
∀n, ∃n′ > n tel que OS′ ⊗OS Cn′ → OS′ ⊗OS Cn soit la fle`che nulle,
donc lim
←
n
(OS′ ⊗OS Cn) = 0 ; comme les fle`ches de transition du syste`me
projectif {OS′⊗OS (H/Ker ϕn)}n sont surjectives, ce syste`me projectif ve´rifie
M-L : la suite exacte (1.1.1.2) le reste apre`s tensorisation par OS′ sur OS et
en passant a` la lim
←
n
on de´duit de ce qui pre´ce`de un isomorphisme
lim
←
n
(OS′ ⊗OS (H/Ker ϕn)) −˜→ lim←
n
(OS′ ⊗OS Hn) .
D’ou` l’isomorphisme
(1.1.1.5) u∗(H)−˜→ lim
←
n
u∗n(Hn) ,
ou` l’on note
X ′n
vn //
gn

Xn
fn

S ′n un
// Sn
le carre´ carte´sien de´duit de celui de la proposition par re´duction mod In+1.
Or, un e´tant plat, [EGA III, (1.4.15)] fournit un isomorphisme de changement
de base
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u∗n(Hn) = u
∗
n(R
ifn∗(Fn))−˜→ R
ign∗(v
∗
n(Fn)),
d’ou`, par passage a` la limite et via (1.1.1.5), des isomorphismes
u∗(Rif∗(F))−˜→ lim←
n
Rign∗(v
∗
n(Fn)) = lim←
n
Rig∗(v
∗
n(Fn))
−˜→ Rig∗(v∗(F)) [EGA III, (3.4.3)],
car v∗(F) = lim
←
n
v∗n(Fn). D’ou` le (1.1.1) du the´ore`me.
Pour (1.1.2)(1). On note Vn = V/In+1, E•Xn = E
•
X/I
n+1E•X et E
•
X′n
=
E•X ′/I
n+1 E•X ′. Il suffit d’e´tablir le lemme suivant :
Lemme (1.1.2.1). Sous les hypothe`ses (1.1.2) et avec les notations ci-dessus
on a un isomorphisme de OS-modules cohe´rents :
Rif∗(E
•
X ) −˜→ lim←
n
Rifn∗(E
•
Xn) .
De´monstration du lemme. Il s’agit d’e´tendre la preuve de [EGA III, (3.4.4)]
des OX -modules cohe´rents aux complexes de OX -modules cohe´rents.
Comme Ri+jfn∗ (E•Xn) est l’aboutissement d’une suite spectrale de terme E
i,j
1
donne´ par
Ei,j1 = R
jfn∗(E
i
Xn)
et que Ei,j1 est cohe´rent sur OSn puisque fn est propre, on en de´duit que
Ri+jfn∗ (E•Xn) est cohe´rent surOSn : plus ge´ne´ralement, par la meˆme me´thode
que pour la preuve de [EGA III, (3.4.4)], on prouve que la condition (Fi) de
[EGA 0III , (13.7.7)] est ve´rifie´e pour tout i, donc par [loc. cit.] on a :
(1.1.2.2) Pour tout i le syste`me projectif (Rifn∗(E•Xn))n ve´rifie M-L.
(1.1.2.3) lim
←
n
Rifn∗(E
•
Xn) est un OS-module cohe´rent.
(1.1.2.4) La filtration sur Rif∗(E•X ) de´finie par
Ker{ψn : R
if∗(E
•
X )→ R
if∗(E
•
Xn)}
est I-bonne.
Or Ri+jf∗(E•X ) est l’aboutissement d’une suite spectrale de terme E
i,j
1 =
Rjf∗(E iX ) qui est un OS -module cohe´rent via (1.1.1), donc R
i+jf∗(E•X ) est
un OS-module cohe´rent ; comme la topologie I-adique sur Rif∗(E•X ) co¨ıncide
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d’apre`s (1.1.2.4) avec la topologie de´finie par les Ker{ψn}, on en de´duit des
isomorphismes
Rif∗(E
•
X ) −˜→ lim←
n
(Rif∗(E
•
X )/I
n+1Rif∗(E
•
X ))−˜→ lim←
n
(Rif∗(E
•
X )/Ker{ψn}) .
En passant a` la limite projective sur les injections canoniques
(Rif∗(E
•
X )/Ker{ψn}) →֒ R
if∗(E
•
Xn)
il en re´sulte une injection canonique
Rif∗(E
•
X ) →֒ lim←
n
Rif∗(E
•
Xn) .
Montrons a` pre´sent la surjectivite´ de cette fle`che. Puisque Rif∗(E
•
X ) (resp.
lim
←
n
Rif∗(E
•
Xn)) est le faisceau associe´ au pre´faisceau U 7→ H
i(f−1(U), E•X )
(resp. U 7→ lim
←
n
H i(f−1(U), E•Xn)), il suffit de montrer que pour tout ouvert
U de S on a une surjection canonique
H i(f−1(U), E•X )։ lim←
n
H i(f−1(U), E•Xn) .
Pour m > n, notons N •m,n le noyau de la projection E
•
Xm → E
•
Xn et choi-
sissons des re´solutions injectives [C-E, chap. XVII, §1] I••m,n , I
••
m , I
••
n de
N •m,n , E
•
Xm , E
•
Xn respectivement telles que l’on ait un diagramme commutatif
a` lignes et colonnes exactes [C-E, chap. V, §2] et morphismes d’augmentation
les ε
0

0

0

0 // N
•
m,n
//
εm,n

E•Xm
εm

// E•Xn
εn

// 0
0 // I
••
m,n
// I••m // I
••
n
// 0 .
Alors, pour U ouvert de S, la suite
0 // Γ(f−1(U), I••m,n) // Γ(f
−1(U), I••m )
// Γ(f−1(U), I••n )
// 0
est exacte ; en particulier le syste`me projectif {Γ(f−1(U), I••n )}n a des fle`ches
de transition surjectives, d’ou` Rj lim
←
n
Γ(f−1(U), I••n ) = 0 pour j > 0 [J, prop
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2.1 et the´o 1.8]. Pour la meˆme raison on a aussi Rj lim
←
n
E•Xn = 0 pour j > 0.
On en de´duit donc des quasi-isomorphismes
RΓ(f−1(U), E•X ) ≃ RΓ(f
−1(U),R lim
←
n
E•Xn) ≃ R lim←
n
RΓ(f−1(U), E•Xn)
≃ R lim
←
n
Γ(f−1(U), I••n ) ≃ lim←
n
Γ(f−1(U), I••n ) .
Ainsi, pour tout entier i > 0, le morphisme canonique θ
H i(f−1(U), E•X )
∼
−→ Hi(RΓ(f−1(U), E•X ))
∼
−→
Hi(lim
←
n
Γ(f−1(U), I••n ))
θ
−→ lim
←
n
Hi(Γ(f−1(U), I••n ))
∼
−→ lim
←
n
H i(f−1(U), E•Xn)
est surjectif d’apre`s [EGA 0III , (13.2.3)] ; en fait [loc. cit.] fournit aussi l’in-
jectivite´ de θ puisque le syste`me projectif {H i(f−1(U), E•Xn)}n ve´rifie M-L
d’apre`s (1.1.2.2) ; d’ou` le lemme. 
Pour (1.1.2)(2). Au cran fini n le morphisme de changement de base
par un
(1.1.2.5) u∗nR
i+jfn∗(E•Xn) −→ R
i+jgn∗(E•X′n)
est un isomorphisme car c’en est un au niveau des termes Ei,j1 de chaque
membre puisque un est plat. Compte tenu de (1.1.2.4) le passage a` la lim←
n
sur (1.1.2.5) fournit, par la meˆme me´thode qu’au cas (1.1.1)(2) du the´ore`me
(1.1), l’isomorphisme de changement de base
u∗Rif∗(E
•
X ) −˜→ R
ig∗(E
•
X ′)
qui s’interpre`te aussi comme un isomorphisme
lim
←
n
u∗nR
ifn∗(E
•
Xn)−˜→ lim←
n
Rign∗(E
•
X′n
) . 
The´ore`me (1.2). Soient V un anneau de valuation discre`te se´pare´ et com-
plet pour la topologie m-adique, ou` m est son ide´al maximal, k = V/m son
corps re´siduel suppose´ de caracte´ristique p > 0, K son corps des fractions de
caracte´ristique 0.
Soit
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X ′
v //
g

X
f

S ′ u
// S
un carre´ carte´sien de K-espaces analytiques rigides, avec f propre.
(1.2.1) Soit E un OX-module cohe´rent. Alors, pour tout entier i > 0,
(1) Rif∗(E) est un OS-module cohe´rent.
(2) Supposons de plus u plat ; alors le morphisme de changement de base
u∗(Rif∗(E)) −→ R
ig∗(v
∗(E))
est un isomorphisme.
Plus ge´ne´ralement on a :
(1.2.2) Soient E• un complexe borne´ de OX-modules cohe´rents et E ′• =
E• ⊗OS OS′. Alors pour tout entier i > 0
(1) Rif∗(E
•) est un OS-module cohe´rent.
(2) Supposons de plus u plat ; alors le morphisme de changement de base
u∗Rif∗(E
•) −→ Rig∗(E
′•)
est un isomorphisme.
De´monstration du the´ore`me (1.2).
1e`re e´tape. Supposons d’abord de´montre´ le the´ore`me dans le cas ou` les K-
espaces analytiques rigides sont tous quasi-compacts et quasi-se´pare´s.
Prouvons alors (1.2.1) dans le cas ge´ne´ral.
L’assertion (1) est locale sur S puisque Rif∗(E) est le faisceau associe´ au
pre´faisceau
V 7→ H i(f−1(V ), E)
ou` V parcourt les ouverts de S [SGA 4, V, prop 5.1].
Soient ψ : V −֒→ S un ouvert affino¨ıde de S et W de´fini par le carre´
carte´sien
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(1.2.1.1)
W
θ //
f ′

X
f

V
ψ
// S ;
d’apre`s [loc. cit.] on a alors un isomorphisme canonique
ψ∗Rif∗(E) ∼= R
if ′∗(θ
∗(E)).
Or ici V est quasi-compact, quasi-se´pare´, et W aussi car f ′ est propre ; d’ou`
l’assertion (1) via le cas quasi-compact, quasi-se´pare´.
Pour le (2) on reprend le carre´ carte´sien (1.2.1.1) : soient
u′ : V ′ = V ×S S
′ −→ V
et u′′ : V ′′ →֒ V ′ un ouvert affino¨ıde de V ′,
et on conside`re le diagramme commutatif suivant
X ′
g

X ′
g

v // X
f

W ′′
v′′ //
g′′

θ′′
==zzzzzzzz
W ′
v′ //
g′

θ′
=={{{{{{{{
W
f ′

θ
>>}}}}}}}}
S ′ ____ ____ ____ ____ S ′
u // S
V ′′
  u′′ //
ψ′′
==
V ′
u′ //
ψ′
==
V
ψ
>>}}}}}}}}
dont les faces verticales sont carte´siennes.
Vu le caracte`re local de l’isomorphisme (2) cherche´, il suffit de montrer
que l’on a un isomorphisme
ψ′′∗u∗Rif∗(E)
∼
−→ψ′′∗Rig∗ v
∗(E).
Or ici V et V ′′ sont quasi-compacts, quasi-se´pare´s, donc W et W ′′ aussi car
f ′ et g′′ sont propres et on peut appliquer l’isomorphisme de changement de
base du cas quasi-compact, quasi-se´pare´ pour le carre´ carte´sien
12
W ′
v′◦v′′ //
g′′

W
f ′

V ′′
u′◦u′′
// V ;
d’ou` une suite d’isomorphismes
ψ′′∗u∗Rif∗(E) = (u
′u′′)∗ψ∗Rif∗(E)
= (u′u′′)∗Rif ′∗(θ
∗(E))
≃ Rig′′∗((v
′v′′)∗(θ∗(E)))
= Rig′′∗(θ
′′∗(v∗(E)))
= ψ′′∗Rig∗(v
∗(E)).
D’ou` le (2).
Pour prouver (1.2.2) a` partir du cas quasi-compact, quasi-se´pare´ la de´marche
est analogue.
2e`me e´tape. Prouvons le the´ore`me dans le cas quasi-compact, quasi-se´pare´.
Pour (1.2.1). Le (1) est un the´ore`me de Lu¨tkebohmert [Lu¨, theo 2.7].
Pour le (2) on adopte les notations de [Bo-Lu¨ 1, de´monstration de 4.1] :
d’apre`s [loc. cit.] il existe des mode`les formels
◦
X , S,
◦
S ′ de X,S, S ′ respecti-
vement et des e´clatements admissibles
τX : X →
◦
X , τS′ : S
′ →
◦
S ′
et des morphismes
ϕ : X → S , θ : S ′ → S
tels que
ϕrig = f ◦ τXrig et θrig = u ◦ τS′rig,
avec θ plat [Bo-Lu¨ 2, 5.2, 5.10 (c)].
Remarquons que tous les sche´mas formels pre´ce´dents sont admissibles au
sens de [Bo - Lu¨ 1], donc sont plats sur V [Bo - Lu¨ 1, § 1].
On dispose donc d’un carre´ carte´sien
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X ′
θ′ //
ϕ′

X
ϕ

S ′
θ
// S ,
qui est un mode`le formel du carre´ du the´ore`me : de plus il existe un OX -
module cohe´rent F tel que Frig = E [Lu¨, 2.2], ou [Bo-Lu¨ 1, 5.6] et ϕ est
un morphisme propre [Lu¨, 2.6]. D’apre`s le the´ore`me (1.1) le morphisme de
changement de base
θ∗Riϕ∗(F)→ R
iϕ′∗ θ
′∗(F)
est un isomorphisme ; par passage aux fibres ge´ne´riques le (1.2.1) en re´sulte.
Pour (1.2.2) : le complexe E• provient, a` multiplication pre`s par p−n, d’un
complexe E• de OX -modules cohe´rents. Il suffit alors d’appliquer le (1.1.2)
du the´ore`me (1.1) et de passer aux fibres ge´ne´riques pour obtenir (1.2.2).
Nous rassemblons pour me´moire dans la proposition suivante quelques
proprie´te´s des immersions.
Proposition (1.3). Soient V et K comme en (1.2). Alors
(1.3.1) Toute immersion (resp. immersion ouverte, resp. immersion ferme´e)
α : X →֒ Y de K-espaces rigides analytiques quasi-compacts et quasi-
se´pare´s admet un mode`le formel β : X →֒ Y au sens de [Bo-Lu¨ 2, cor
5.10] qui est une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une
immersion ferme´e) : en particulier X et Y sont plats sur V.
(1.3.2) Pour tout K-espace analytique rigide X, le faisceau d’anneaux OX est
cohe´rent.
(1.3.3) Soient α : X →֒ Y une immersion ferme´e de K-espaces analytiques
rigides et M un OX-module cohe´rent. Alors, pour tout entier i > 0 on
a
Riα∗(M) = 0
et le morphisme canonique
α∗α∗(M)→M
est un isomorphisme.
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De´monstration. Le (1.3.1) n’est autre que [Bo-Lu¨ 2, cor 5.10].
Pour le (1.3.2) la proprie´te´ est locale sur X [B-G-R, 9.4.3] : on peut donc
supposer X affino¨ıde ; par suite X est quasi-compact et quasi-se´pare´ et admet
un mode`le formel X . Il suffit de prouver la cohe´rence du faisceau d’anneaux
OX : comme X est un sche´ma formel de type fini sur l’anneau noethe´rien V,
le faisceau OX est un faisceau cohe´rent d’anneaux par [EGA I, (10.11.2)].
Pour le (1.3.3), les assertions sont locales sur Y : on peut donc supposer
Y affino¨ıde, donc quasi-compact, quasi-se´pare´ et de meˆme pour X puisque
α est propre [B-G-R, 9.5.3, prop 2, 9.6.2, prop 5]. On prend alors un mode`le
formel β : X →֒ Y de α [Bo-Lu¨ 2, 5.10(d)] et un OX -module cohe´rent M tel
que MK = M [Lu¨, lemma 2.2]. Soient βn : Xn →֒ Yn la re´duction de β mod
m
n+1 et Mn =M/mn+1 M ; alors
β∗β∗(M)/m
n+1 = β∗n βn∗(Mn)
et puisque M et β∗(M) sont cohe´rents [the´o (1.1)] on a des isomorphismes
M
∼
→ lim
←−
n
Mn et β
∗β∗(M)
∼
→ lim
←−
n
β∗n βn∗(Mn).
Or le morphisme canonique
β∗n βn∗(Mn) −→Mn
est un isomorphisme : en effet, Mn e´tant de pre´sentation finie sur OXn , on
est ramene´ au cas de OXn pour lequel l’assertion est claire puisque βn est
une immersion ferme´e. En prenant la limite sur n de ces isomorphismes et
en passant aux fibres ge´ne´riques on en de´duit un isomorphisme canonique
α∗α∗(M)
∼
→M .
L’e´galite´ Riα∗(M) = 0 pour i > 0 re´sulte de l’isomorphisme
Riβ∗(M)
∼
→ lim
←−
n
Riβn∗(Mn) [EGAIII, (3.4.3)]
et de l’e´galite´ Riβn∗(Mn) = 0 pour i > 0, puisque βn est fini. 
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2. Sorites sur les voisinages stricts
2.0. Rappelons la de´finition de ≪voisinage strict≫ dans un espace rigide
analytique [G-K 2, 2.22].
Si U est un ouvert admissible d’un espace rigide analytique W , un ouvert
admissible V ⊂W est appele´ voisinage strict de U dans W si {V,W\U} est
un recouvrement admissible de W . Cette de´finition redonne celle de [B 3,
(1.2.1)], [B 4, §1], [LS, chap 2 et 3] dans le cas des tubes.
2.1. Conside´rons un diagramme commutatif
(2.1.1)
X
  iX //
f
 
X
h

ψ //

Y
h

S
 
iS
// S ϕ
// T
dans lequel le carre´ de droite est un carre´ carte´sien de V-sche´mas formels
se´pare´s plats de type fini, f est un morphisme de k-sche´mas, iX , iY = ψ ◦ iX ,
iS et iT = ϕ ◦ iS sont des immersions.
On note
h′ : ]X [X −→ ]S[S , h
′
: ]X [Y −→ ]S[T ,
ψ′ : ]X [X −→ ]X [Y , ϕ
′ : ]S[S −→ ]S[T
les morphismes induits sur les tubes respectivement par h, h, ψ, ϕ [B 3,
(1.1.11) (i)], [B 4, 1.1], [LS, chap 2].
Proposition (2.1.2). Avec les notations pre´ce´dentes, on a un diagramme
commutatif a` carre´s carte´siens
]X [X
ψ′ //
h′

]X [Y
h
′

]S[S
ϕ′
//
 _

]S[T _

SK ϕK
// TK .
De´monstration. Pour le carre´ du bas, c¸a re´sulte de la de´finition des tubes et
du morphisme de spe´cialisation. Pour le carre´ du haut, il s’agit de ve´rifier
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que ]X [X satisfait la proprie´te´ universelle du produit fibre´. Soit Z un espace
rigide analytique s’inse´rant dans un diagramme commutatif
Z
u //

]X [Y
h′

  // YK
hK

]S[S
ϕ′
//
 q
""F
FF
FF
FF
F
]S[T  q
""E
EE
EE
EE
E
SK ϕK
// TK ;
par proprie´te´ universelle de XK = SK ×TK YK on en de´duit une fle`che
Z
v
−→XK qui s’inse`re dans le diagramme commutatif
X _
iX

X _
iY

X
ψ // Y
Z
v //
u
::
XK
sp
OO
ψK // YK
sp
OO
]X [X
ψ′ //
?
OO
]X [Y
?
OO
ou` sp sont les morphismes de spe´cialisation. Puisque sp(]X [Y) = X →֒
iY
Y et
compte tenu de la commutativite´ du diagramme pre´ce´dent le morphisme v
se factorise par ]X [X en
Z
v //
!!C
CC
CC
CC
C XK
]X [X
?
OO
;
d’ou` la proposition. 
2.2. Conside´rons a` pre´sent un diagramme commutatif
(2.2.1)
X
 
jX1 //
f   B
BB
BB
BB
B X1
  jY //
f1


Y
  iY //
f

Y
h

S
 
jT
// T
 
iT
// T
ρ //W
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dans lequel le carre´ de gauche est carte´sien f, f1 et f sont des morphismes
de k-sche´mas, h et ρ sont des morphismes de V-sche´mas formels se´pare´s plats
de type fini, jX1 , jY et jT sont des immersions ouvertes, iY et iT sont des
immersions ferme´es. Notons X2 = h
−1
(S), Y2 = h
−1
(T ) et f2 : X2 → S, f2 :
Y2 → T les morphismes induits par h. Soient Y0 et T0 les re´ductions modulo π
de Y et T : les immersions ferme´es iY et iT se factorisent respectivement via
les immersions ferme´es i2Y0 : Y →֒ Y0, iY0 : Y →֒ Y2 →֒ Y0 et iT0 : T →֒ T0.
On de´signe par hX : ]X [Y −→ ]S[T , hY : ]Y [Y −→ ]T [T les morphismes
induits par hK : YK −→ TK [B 3, (1.1.11) (i)], [B 4, 1.1], [LS, chap 2]
j′Y : ]X [Y −→ ]Y [Y , i
′
Y0
: ]Y [Y −→]Y0[Y = YK, i′2Y0 :]Y2[→ YK ceux induits
par l’identite´ de YK et j′T : ]S[T −→ ]T [T , i
′
T0
: ]T [T −→ ]T0[T = TK ceux
induits par l’identite´ de TK . Si V est un voisinage strict de ]S[T dans ]T [T ,
alors W := h
−1
Y (V ) est un voisinage strict de ]X1[Y (donc de ]X [Y) dans ]Y [Y
[B 3, (1.2.7)], [LS, chap 3] et on note hV := hY |W : W → V .
Proposition (2.2.2). Sous les hypothe`ses (2.2) on a :
(2.2.2.1) Supposons que f
−1
(S) = X, alors le diagramme (2.2.1) induit un dia-
gramme commutatif
]X [Y
  j
′
Y //
hX


]Y [Y
 
i′
Y0 //
hY

YK
hK

]S[T
 
j′T
// ]T [T
 
i′T0
// TK ,
dans lequel le carre´ de gauche est carte´sien et les fle`ches horizontales
sont des immersions ouvertes .
(2.2.2.2) Supposons que h
−1
(T ) = Y et f
−1
(S) = X. Alors :
Les deux carre´s du diagramme pre´ce´dent sont carte´siens.
Si de plus V de´crit un syste`me fondamental de voisinages stricts de
]S[T dans ]T [T , alors h
−1
Y (V ) de´crit un syste`me fondamental de voisi-
nages stricts de ]X [Y dans ]Y [Y .
De´monstration.
L’existence du diagramme commutatif dans (2.2.2.1) re´sulte de (2.2.1) et [B
3, (1.1.11) (i)] ou [LS, 2.2] via la de´finition des tubes [B 3, (1.1.1)], [LS, chap
2].
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Puisque f
−1
(S) = X le diagramme (2.2.1) se de´compose en
(2.2.2.3)
X
  jY //


Y
  iY //

Y
h
−1
(S) //


h
−1
(T ) //


Y
h

S
 
jT
// T
 
iT
// T
ρ //W .
On est donc ramene´ a` e´tudier se´pare´ment le cas ou` h
−1
(T ) = Y et f
−1
(S) =
X et celui ou` h = id : on montrera d’abord (2.2.2.2) et pour (2.2.2.1) il nous
suffira de traiter le cas ou` h = id.
Pour (2.2.2.2). Les carre´s du diagramme (2.2.2.1) sont carte´siens d’apre`s
la de´finition des tubes [B 3, (1.1.1)], [LS, chap 2] et le fait que h
−1
(T ) = Y
et f
−1
(S) = X .
Pour la deuxie`me assertion de (2.2.2.2), on va utiliser les voisinages stan-
darts Vη,λ =
⋃
n∈N Vηn,λn de Berthelot [B 3, (1.2.4)], [LS, 3.4] : rappelons au
passage que si λn < λ
′
n alors Vηn,λ′n ⊂ Vηn,λn.
Si V est un voisinage strict de ]S[T dans ]T [T , alors h
−1
Y (V ) est un voisi-
nage strict de ]X [Y dans ]Y [Y [B 3, (1.2.7)], [LS, 3.1]. Soit W un voisinage
strict de ]X [Y dans ]Y [Y ; d’apre`s [B 3, (1.2.2)] on se rame`ne au cas ou` ]Y [Y
est affino¨ıde, et avec les notations de [loc. cit.] il existe λ0 < 1 tel que, pour
λ0 6 λ < 1, on ait Uλ ⊂W . Avec les notations de [B 3, (1.2.4) (i)] si Vη,λ(S)
parcourt un syste`me fondamental de voisinages stricts de ]S[T dans ]T [T ,
alors il existe ηn et λn assez proches de 1 tels que (hY )
−1 (Vηn,λn(S)) ⊂ Uλ
car les e´quations locales de Y (resp de Z := Y \ X) sont obtenues par image
inverse par h des e´quations locales de T (resp de T \ S) (cf. aussi [LS, 3.2]).
Pour (2.2.2.1). Puisque ]X [Y et ]Y [Y sont des ouverts de YK [B 3, (1.1.2)],
[LS, chap 2] il en re´sulte que j′Y et i
′
Y0
sont des immersions ouvertes ; de meˆme
pour j′T et i
′
T0
.
Pour montrer que le carre´ de gauche du diagramme (2.2.2.1) est carte´sien il
nous suffit de traiter le cas ou` h = id. Comme f
−1
(S) = X , les e´quations
locales de Z = Y \ X sont obtenues par image inverse par f des e´quations
locales de T \ S : la de´finition des tubes [B 3, (1.1.1)], [LS, chap 2] fournit
alors l’e´galite´ ]X [Y=]S[Y
⋂
]Y [Y , d’ou` le carre´ carte´sien de (2.2.2.1). 
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Proposition (2.2.3). Sous les hypothe`ses de (2.2) on a :
(2.2.3.1) Supposons h
−1
(T ) = Y, f
−1
(S) = h
−1
(S) = X et h est propre. Alors
hK , hY et hX sont propres. Si V est un voisinage strict de ]S[T dans
]T [T et W = h
−1
Y (V ), alors hV = hY |W :W → V est propre.
(2.2.3.2) Supposons h lisse sur un voisinage de X dans Y. Alors
(i) hX est lisse et quel que soit V un voisinage strict de ]S[T dans
]T [T il existe un voisinage strict W de ]X [Y dans ]Y [Y tel que hK
induise un morphisme lisse hV : W → V . De plus ΩiW/V est un
OW -module cohe´rent et localement libre.
(ii) Si l’on suppose aussi que h
−1
(T ) = Y , et h
−1
(S) = X, alors il
existe un voisinage strict V de ]S[T dans ]T [T tel qu’en posant
W = h
−1
Y (V ) le morphisme hK induise un morphisme lisse
hV : W → V .
Si de plus h est propre, alors le morphisme propre hV est ouvert
pour la topologie rigide et hV (W ) est un ouvert admissible de V
et de TK .
(iii) Si en outre g : T → Spf V est lisse sur un voisinage de S dans
T , alors on peut prendre le V du (i) lisse sur K et ainsi Ω1V/K
est localement libre de type fini sur le faisceau cohe´rent d’anneaux
OV .
(iv) Supposons f surjectif, h
−1
(T ) = Y, h
−1
(S) = X et h est propre.
Pour V et W comme en (ii) posons V ′ = hV (W ).
Si (Wλ)λ est un syste`me fondamental de voisinages stricts de ]X [Y
dans ]Y [Y avec Wλ ⊂ W , alors (hV (Wλ))λ est un syste`me fonda-
mental de voisinages stricts de ]S[T dans V
′.
De plus le morphisme hV induit un morphisme propre lisse et sur-
jectif
hV ′ : W −→ V
′ .
De´monstration.
Prouvons (2.2.3.1). Sous nos hypothe`ses les deux carre´s de (2.2.2.1) sont
carte´siens [cf (2.2.2.2)]. D’apre`s Lu¨tkebohmert [Lu¨, theo 3.1] le morphisme
propre h induit un morphisme propre d’espaces analytiques rigides hK :
YK → TK . Comme la notion de morphisme propre est stable par change-
ment de base en ge´ome´trie rigide [B-G-R, fin de 9.6.2, p 396], on en de´duit
que hY , hX et hV sont propres.
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Pour (2.2.3.2).
(i) L’ensemble W ′ des points de ]Y [Y ou` le morphisme hK est lisse est un
voisinage strict de ]X [Y dans ]Y [Y [B 3, (2.2.1)], [LS, 3.3]. Si V est un
voisinage strict quelconque de ]S[T dans ]T [T ,W = h
−1
Y (V ) ∩ W
′ est
un voisinage strict de ]X [Y dans ]Y [Y [B 3, (1.2.7) et (1.2.10)], [LS,
3.1] et hK induit donc un morphisme lisse hV : W → V ; en particulier
hX :]X [Y→]S[T⊂ V est lisse.
La lissite´ de hV prouve que Ω
i
W/V est un OW -module localement libre
de type fini, et comme OW est un faisceau cohe´rent d’anneaux [prop
(1.3)], il re´sulte de [EGA OI , (5.4.1)] que Ω
i
W/V est un OW -module
cohe´rent.
(ii) Si V de´crit un syste`me fondamental de voisinages stricts de ]S[T dans
]T [T , alors h
−1
Y (V ) de´crit un syste`me fondamental de voisinages stricts
de ]X [Y dans ]Y [Y [(2.2.2.2)] : ainsi la premie`re assertion de (ii) re´sulte
de (i).
Si de plus h est propre alors le morphisme hV = hY |W : W → V est
propre et lisse ; en particulier hV est ouvert pour la toplogie rigide :
en effet on se rame`ne, comme dans la premie`re e´tape de la preuve
du the´ore`me (1.2) (puisque hV est propre), au cas des espaces quasi-
compacts quasi-se´pare´s et on applique alors [Bo-Lu¨ 2, 5.11]. Donc V ′ :=
hV (W ) est un ouvert admissible de V , donc de TK car V est un ouvert
admissible de TK .
(iii) Supposons en outre g : T → SpfV lisse sur un voisinage de S dans
T ; alors l’ensemble des points de ]T [T ou` gK est lisse est un voisinage
strict de ]S[T dans ]T [T [B 3, (2.2.1)], [LS, 3.3] : quitte a` restreindre le
V du(i) [B 3, (1.2.10)], [LS, chap 3] on peut supposer que la restriction
de gK a` V est lisse. Ainsi Ω
1
V/K sera un OV -module localement libre de
type fini, donc cohe´rent sur OV [(1.3)]. D’ou` (iii).
(iv) Puisque f est surjectif et h plat au voisinage de X , le morphisme
hX :]X [Y −→ ]S[T
induit par h est surjectif [B 3, (1.1.12)] et lisse puisque c’est aussi la
restriction de hV . De plus hV (W ) contient ]S[T par la surjectivite´ de
hX . Dans le diagramme commutatif
(2.2.3.2.1)
]X [Y
  //
hX 
W = h−1V (V
′) = h−1V (V )
hV ′

W
hV

]S[T
  // V ′ := hV (W )
  // V
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les carre´s sont carte´siens d’apre`s (2.2.2.2)et hV ′, hX sont lisses et sur-
jectifs.
Soit Wλ un voisinage strict de ]X [Y dans ]Y [Y avec Wλ ⊂ W , ou` W
est de´fini ci-dessus : le morphisme ouvert hV [cf(ii)] envoie le recouvre-
ment admissible {Wλ;W \ ]X [Y} de W sur le recouvrement admissible
{hV (Wλ);
hV (W \ ]X [Y)} de V ′ = hV (W ). Par la surjectivite´ de hV ′ et le fait
que h−1V (]S[T ) = ]X [Y on a hV (W ) \ ]X [Y) = V
′ \ ]S[T ; par suite
{hV (Wλ));V ′ \ ]S[T } est un recouvrement admissible de V ′, i.e. hV (Wλ)
est un voisinage strict de ]S[T dans V
′.
Supposons maintenant que (Wλ)λ de´crive un syste`me fondamental
de voisinages stricts de ]X [Y dans ]Y [Y avec Wλ ⊂W . Soit V
′′ un voi-
sinage strict de ]S[T dans V
′ : montrons que h−1V ′ (V
′′) est un voisinage
strict de ]X [Y dansW . D’abord {V ′′;V ′\ ]S[T } est un recouvrement ad-
missible de V ′, donc par image inverse {h−1V ′ (V
′′); h−1V ′ (V
′\]S[T )} est un
recouvrement admissible de h−1V ′ (V
′) =W ; en utilisant encore l’e´galite´
h−1V ′ (]S[T ) =]X [Y on en de´duit que h
−1
V ′ (V
′\ ]S[T ) = W\ ]X [Y : donc
h−1V ′ (V
′′) est un voisinage strict de ]X [Y dans W . Ainsi il existe µ tel
que Wµ ⊂ h
−1
V ′ (V
′′), d’ou`
hV ′(Wµ) ⊂ hV ′ h
−1
V ′ (V
′′) = V ′′;
par suite (hV (Wλ))λ est bien un syste`me fondamental de voisinages
stricts de ]S[T dans V
′.
Si de plus h est propre alors hV ′ est de surcroˆıt propre puisque
(2.2.3.2.1) est a` carre´s carte´siens et hV est propre. 
2.3. Soient S = Spec A0 un k-sche´ma lisse et f : X = Spec B0 → S un k-
morphisme fini. De´signons par A = V[t1, ..., tn]/(f1, ..., fr) une V-alge`bre lisse
relevant A0, P la fermeture projective de Spec A dans P
n
V , P
′ le normalise´ de
P et notons S = Spf Aˆ, S˜ = Pˆ et S = P̂ ′ les comple´te´s formels de Spec A,
P et P ′ comme dans le the´ore`me [Et 5, the´o (3.1.3)] : on sait [loc. cit.] que
S˜ et S sont propres sur V, que S est normal, qu’il existe une A-alge`bre finie
22
B et un carre´ carte´sien de V-sche´mas formels
SpfBˆ = X
  //
h

X = P̂ ′′1
h

SpfAˆ = S
 
j
// S = P̂ ′
ou` P ′′1 est la fermeture inte´grale de P
′ dans Spec B, avec h fini, h fini et j
une immersion ouverte. On note f : X → S la re´duction de h : X → S sur
k = V/m.
Rappelons [Et 5, the´o (3.1.3)] qu’il existe a ∈ A et f(t) ∈ Aa[t] tels que
B est la fermeture inte´grale de A dans Aa[t]/(f). Fixons d’autre part une
pre´sentation de la V-alge`bre B
B ≃ V[t′1, ..., t
′
n′]/(g1, ..., gs).
Soient Y le comple´te´ formel de la fermeture projective P ′′2 de Spec B dans
Pn
′
V et Y sa re´duction sur k.
Comme P ′ est le normalise´ de P on a un triangle commutatif
S := Pˆ ′
v

S
-

j
;;xxxxxxxxx 
j˜
// S˜ := Pˆ
ou` v est fini et j˜ une immersion ouverte. Un syste`me fondamental de voisi-
nages stricts de SK dans S˜K est fourni par les intersections V˜λ de (Spec A)
an
K
avec les boules ferme´es B(0, λ+) ⊂ AnK pour λ → 1
+ et V˜λ = Spm Aλ,
A†K = lim→
λ
Aλ [B 3, (2.5.1)], [LS, 5.1]. Puisque v est propre, et e´tale au voi-
sinage de S, il existe λ0 > 1 tel que tout λ, 1 < λ 6 λ0, v induise un
isomorphisme entre V˜λ et un voisinage strict Vλ de SK dans SK [B 3, (1.3.5)],
[LS, chap 3] : on identifiera Vλ et V˜λ dans la suite.
Notons P ′′3 l’adhe´rence sche´matique de Spec B plonge´ diagonalement dans
P ′′1 ×V P
′′
2 , Z = P̂
′′
3 le comple´te´ formel de P
′′
3 et Z sa re´duction mod m. On
a un diagramme commutatif
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Y
  // Y
X
/

??
  //
 o
?
??
??
??
? Z
  //
v2
OO
v1

Z
u2
OO
u1

X
  // X
ou` les ui, vi sont propres et les ui sont e´tales au voisinage de X . D’apre`s [B 3,
(1.3.5)], [LS, chap 3] u1K induit un isomorphisme entre un voisinage strict de
]X [Z dans ZK et un voisinage strict de ]X [X ≃ ]X [X = XK dans XK et par
suite un isomorphisme entre des syste`mes fondamentaux de tels voisinages
stricts. De meˆme u2K induit un isomorphisme entre un syste`me fondamental
de voisinages stricts de ]X [Z dans ZK et un syste`me fondamental (W
′
λ′)λ′ de
voisinages stricts de XK dans YK . Par composition il en re´sulte pour λ′ →
1+ un isomorphisme entre les W ′λ′ et un syste`me fondamental de voisinages
stricts (W ′′λ′′) de XK dans XK identifie´s ci-apre`s. Pour λ > 1, il existe donc
λ′ > 1 et des immersions ouvertes
Spm BˆK = XK →֒ W
′
λ′
j′
λλ′
−֒→ h
−1
K (Vλ) =: Wλ.
Proposition (2.3.1). Avec les notations de 2.3 on a :
(1) Si (Vλ)λ est un syste`me fondamental de voisinages stricts de SK dans
SK , alors (Wλ)λ := (h
−1
K (Vλ))λ est un syste`me fondamental de voisi-
nages stricts de XK dans XK .
Si Vλ = Spm Aλ, alors Wλ = Spm Bλ ou` Bλ est la fermeture inte´grale
de Aλ dans BˆK, et Bλ est une Aλ-alge`bre finie.
(2) Supposons de plus f fini et plat (resp. fini et fide`lement plat, resp.fini
e´tale, resp. fini e´tale galoisien de groupe G) et Vλ = Spm Aλ. Alors il
existe λ0 > 1 tel que pour tout λ, 1 < λ 6 λ0, et Wλ := h
−1
K (Vλ), le
morphisme induit par hK
hλ := hK|Wλ : Wλ −→ Vλ
soit fini et plat (resp. fini et fide`lement plat, resp. fini e´tale, resp. fini
e´tale galoisien de groupe G), avec Vλ lisse sur K et Ω
1
Vλ/K
localement
libre de type fini sur le faisceau cohe´rent d’anneaux OVλ.
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De´monstration. On utilise les notations du 2.3.
(1) On a de´ja` prouve´ la premie`re assertion du (1) en (2.2.2.2) : prou-
vons la seconde assertion du (1). On peut supposer A,B, P ′ et P ′′1
inte´gralement clos. Comme hK est fini, Wλ = h
−1
K (Vλ) est un affino¨ıde
note´ Spm Bλ et Bλ est une Aλ-alge`bre finie [B-GR, 9.4.4 cor 2] ; on
note hλ := hK|Wλ : Wλ = Spm Bλ → Vλ = Spm Aλ. Puisque P
′′
1 est la
fermeture inte´grale de P ′ dans Spec B , il re´sulte de [EGA IV, 6.14.4]
que Bλ est la fermeture inte´grale de Aλ dans BˆK .
D’ou` le (1).
(2) La` encore on peut supposer A et B inte´gralement clos : on traitera a`
part le cas fini e´tale galoisien.
Notons ϕ : A → B le morphisme fini tel que Spec ϕ : Spec B →
Spec A rele`ve f [Et 5, the´o (3.1.3)], et ϕˆ : Aˆ→ Bˆ (resp. ϕ† : A† → B†)
le morphisme induit sur les se´pare´s comple´te´s (resp. sur les comple´te´s
faibles). D’apre`s [loc. cit.], ϕ† et ϕˆ sont finis et plats (resp. finis et
fide`lement plats, resp. finis e´tales) si et seulement si f l’est. Avec les
notations du (2.3) on a :
A†K = lim→
>
λ→1
Aλ, B
†
K = lim→
>
λ→1
Bλ et ϕ
†
K : A
†
K → B
†
K
est la limite inductive des ϕλ : Aλ → Bλ [EGA IV, (8.5.2.1)] avec
hλ = Spm (ϕλ) : Wλ = Spm Bλ → Vλ = Spm Aλ.
Si f est fini et plat (resp. ...) alors ϕ†K l’est et pour λ assez proche de
1, ϕλ l’est aussi par [EGA IV, 11.2.6, 8.10.5, 17.7.8], de meˆme pour hλ.
D’ou` le (2) hormis la cas galoisien.
Conside´rons a` pre´sent le cas galoisien.
Puisque f est galoisien il est surjectif ; ainsi
h : X = Spf Bˆ → S = Spf Aˆ
est fini e´tale surjectif et galoisien de groupe G, d’ou` en particulier une
injection : Aˆ →֒ Bˆ. Par suite hK : XK → SK est fini e´tale surjectif et
galoisien de groupe G.
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Remarquons ensuite que puisque B est la fermeture inte´grale de A
dans Aa[t]/(f) et que Spec A
† → Spec A est un morphisme normal [Et
5, prop (1.1)], il re´sulte de [EGA IV, (6.14.4)] que B† = B ⊗A A
† est
la fermeture inte´grale de A† dans (B†)a = (A
†)a [t]/(f) : par suite B
†
K
est la fermeture inte´grale de A†K dans (A
†)a,K [t]/(f). L’anneau A
† est
re´duit par [Et 5, prop (1.7)], car A est re´duit, et A† → B† est fini e´tale
car Aˆ → Bˆ l’est : donc B† est re´duit car A† est re´duit [Et 5, lemme
(1.6)]. Ainsi B† est inte´gralement ferme´ dans Bˆ [Et 5, the´o (2.2)(2)ii] ;
d’ou` B†K est la fermeture inte´grale de A
†
K dans BˆK .
On a vu ci-dessus que, pour λ suffisamment proche de 1,
hλ : Wλ = Spm Bλ → Vλ = Spm Aλ
est fini e´tale. Compte tenu du diagramme commutatif
BˆK Bλ
? _oo
AˆK
?
OO
A†K
? _oo Aλ?
_oo
OO
la fle`che Aλ → Bλ induite par hλ est injective, donc hλ est surjectif.
Choisissons un ensemble fini {xi} de ge´ne´rateurs de Bλ sur Aλ. Comme
chaque xi est entier sur Aλ, les e´le´ments gBˆK(xi) ∈ BˆK , pour g de´crivant
G et gBˆK : BˆK → BˆK induit par g, sont aussi entiers sur Aλ ⊂ A
†
K ,
donc a fortiori sur A†K = lim→
µ
Aµ. Or on a vu que B
†
K est la fermeture
inte´grale de A†K dans BˆK et que B
†
K est inte´gralement ferme´ dans BˆK :
il existe donc λ′, 1 < λ′ 6 λ tel que pour tout i et tout g ∈ G on ait
gBˆK(xi) ∈ Bλ′ . Ainsi l’action de G s’e´tend de XK a` Wλ′ = Spm Bλ′ :
en effet g ∈ G de´finit un morphisme gλλ′ : Wλ′ → Wλ s’inse´rant dans
le diagramme commutatif a` carre´ carte´sien
Wλ′
gλλ′
%%
hλ′

gλ′ ""
Wλ′
hλ′

  //Wλ
hλ

Vλ′
 
αλλ′
// Vλ ;
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d’ou` la factorisation de gλλ′ par Wλ′ .
Montrons que le morphisme fini e´tale surjectif
hλ′ :Wλ′ → Vλ′
est galoisien de groupe G. On a
(Bλ′)
G ⊂ (BˆK)
G = AˆK ;
d’ou`
Aλ′ ⊂ (Bλ′)
G ⊂ Bλ′ ∩ AˆK
et on dispose d’un carre´ commutatif
Aλ′
  //

AˆK

Bλ′
  // BˆK
avec Aλ′ → Bλ′ fide`lement plat et BˆK = AˆK ⊗Aλ′ Bλ′ : d’apre`s [Et 2,
prop 2] on en de´duit
Aλ′ = Bλ′ ∩ AˆK = (Bλ′)
G,
d’ou` la proposition (2.3.1). 
3. Images directes d’isocristaux
3.1 Sections surconvergentes
On suppose donne´ un diagramme commutatif tel que (2.2.1). Pour un
voisinage strict W (resp. un couple de voisinages stricts W ′ ⊂ W ) de ]X [Y
dans ]Y [Y on note αW (resp.αWW ′) l’immersion ouverte deW dans ]Y [Y(resp.
de W ′ dans W ). Si A est un faisceau d’anneaux sur W et E un A-module,
on pose [B 3,(2.1.1.1)], [LS, chap 5] :
(3.1.1) j†WE := lim−→
W ′⊂W
αWW ′∗α
∗
WW ′E ,
la limite e´tant prise sur les voisinages W ′ ⊂W .
De meˆme [B 3,(2.1.1.3)], [LS, chap 5] :
27
(3.1.2) j†YE := αW ∗j
†
WE .
(3.1.3) Si V est un voisinage strict de ]S[T dans ]T [T , alorsW = h
−1
K (V ) ∩ ]Y [Y =
h
−1
Y (V ) est un voisinage strict de ]X [Y dans ]Y [Y [B 3, (1.2.7)], [LS, chap
3] et on note hV la restriction de hY a` W , et R
ihK∗j
†
YE := R
ihY ∗j
†
YE.
Proposition (3.1.4). Avec les hypothe`ses et notations de (3.1.3) supposons
que hY : ]Y [Y−→]T [T soit quasi-compact et quasi-se´pare´ ; soit E un faisceau
abe´lien sur W .
(a) Supposons que h
−1
(T ) = Y et h
−1
(S) = X ; alors, pour tout entier
i > 0, on a des isomorphismes canoniques
(3.1.4.1) RihV ∗(j
†
WE)
∼
−→ j†VR
ihV ∗(E).
(3.1.4.2) RihK∗(j
†
YE)
∼
−→ j†TR
ihV ∗(E).
Si de plus h est une immersion ferme´e, alors
(3.1.4.3) RihV ∗(j
†
WE) = 0 pour i > 1
et le morphisme canonique
(3.1.4.4) h
∗
KhK∗j
†
YE
∼
−→ j†YE
est un isomorphisme.
(b) Si l’on ne suppose plus que h
−1
(T ) = Y et h
−1
(S) = X, alors, pour
tout entier i > 0, on a des isomorphismes canoniques
(3.1.4.5) RihV ∗(j
†
WE)
∼
−→ j†VR
ihV ∗(j
†
WE).
(3.1.4.6) RihK∗(j
†
YE)
∼
−→ j†TR
ihV ∗(j
†
WE).
De´monstration
(a) Les deux foncteurs
F : E 7−→ hV ∗j
†
WE
et
G : E 7−→ j†V hV ∗E
de la cate´gorie C des faisceaux abe´liens sur W dans la cate´gorie des
faisceaux abe´liens sur V sont exacts a` gauche [B 3,(2.1.3)(iii)], [LS,
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5.3]. Comme la cate´gorie abe´lienne C admet suffisamment d’injectifs,
les foncteurs de´rive´s droits RiF et RiG existent et (RiF)i , (RiG)i sont
des δ-foncteurs universels : puisque j†W et j
†
V sont exacts [loc. cit.], et
que αW :W −֒→]Y [Y (resp. αV : V −֒→]T [T ) est exact sur la cate´gorie
des j†WZ-modules (resp. des j
†
V Z-modules) [B 3, de´m. de (2.1.3)], on est
ramene´ pour le (a) a` prouver que F = G.
Comme hY est quasi-compact et quasi-se´pare´, il en est de meˆme par
changement de base pour hV , donc hV ∗ commute aux limites inductives
filtrantes : de plus les hypothe`ses entraˆınent que si V ′ de´crit un syste`me
fondamental de voisinages stricts de ]S[T dans ]T [T , alors h
−1
V (V
′) = W ′
de´crit un syste`me fondamental de voisinages stricts de ]X [Y dans ]Y [Y
[(2.2.2.2)] ; d’ou`
hV ∗(j
†
WE) = lim−→
W ′⊂W
hV ∗αWW ′∗α
−1
WW ′E
= lim
−→
V ′⊂V
αV V ′∗hV ′∗α
−1
WW ′E
= lim
−→
V ′⊂V
αV V ′∗α
−1
V V ′hV ∗E
= j†V hV ∗(E),
ce qui prouve (3.1.4.1) et (3.1.4.2).
Si h est une immersion ferme´e, alors hK en est une aussi [B 3, (0.2.4)(iv)]
, ou [Bo-Lu¨ 1, §4] et [B-G-R, 9.5.3 prop 2 et 7.1.4 def 3], de meˆme que hV
par changement de base : en particulier hV est quasi-compact et quasi-
se´pare´. Ainsi (3.1.4.3) re´sulte de (3.1.4.1) et (1.3.3). Pour (3.1.4.4) on
utilise la suite d’isomorphismes
h
∗
KhK∗j
†
YE
∼
−→ h
∗
Kj
†
ThV ∗E (3.1.4.2)
∼
←− j†Y h
∗
V hV ∗(E) [B 3, (2.1.4.8)], [LS, 5.3]
∼
−→ j†Y (E) (1.3.3).
(b) L’ouvert W = h
−1
Y (V ) est un voisinage strict de ]X1[Y (donc de ]X [Y)
dans ]Y [Y ; la de´finition de j
†
W (E) fait intervenir une limite inductive
sur les voisinages stricts W
′
de ]X [Y dans ]Y [Y : si cette fois la limite
inductive est prise sur les voisinages stricts W
′
1de ]X1[Y dans ]Y [Y nous
noterons j†W1(E) le re´sultat, et on a [B 3, (2.1.7)], [LS, chap 5]
j†W (E) = j
†
W ◦ j
†
W1
(E) = j†W1 ◦ j
†
W (E).
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D’ou`, en appliquant (3.1.4.1) :
RihV ∗(j
†
WE) = R
ihV ∗j
†
W1
(j†WE)
= j†VR
ihV ∗(j
†
WE);
de meˆme pour (3.1.4.6). 
3.2 De´finition des images directes
(3.2.1) On suppose fixe´ un diagramme commutatif tel que (2.2.1) et on fait
l’hypothe`se supple´mentaire que h (resp ρ) est lisse sur un voisinage de X
dans Y (resp de S dans T )
X
  jY //
f

Y
  iY //
f

Y
h

S
 
jT
// T
 
iT
// T
ρ //W.
Soient E ∈ Isoc†((X, Y )/W), W un voisinage strict de ]X [Y dans ]Y [Y
et EW un OW -module cohe´rent muni d’une connexion inte´grable tel que
j†YEW =: EY soit une re´alisation de E [B 3, (2.3.2)], [LS, 7.1]. Lorsque Y est
propre sur W on notera Isoc†((X, Y )/W) = Isoc†(X/W) [B 3, (2.3.6)] : si
de plus W = SpfV on notera Isoc†(X/SpfV) =: Isoc†(X/K).
Pour E ∈ Isoc†((X, Y )/W) Berthelot a de´fini dans [B 5,(3.1.11)] les
images directes en cohomologie rigide (cf. aussi [LS, (7.4)] et [C-T, 10]) par
la formule
(3.2.1.1) Rf rig∗((X, Y )/T ;E) := RhK∗(j
†
YEW ⊗O]Y [Y Ω
•
]Y [Y/TK
),
:= RhY ∗(j
†
YEW ⊗O]Y [Y Ω
•
]Y [Y/]T [T
);
et la cohomologie de ces complexes est inde´pendante du Y choisi [B 5, (3.1.2)],
[LS, 7.4.2].
Lorsque X = Y , alors f : X → T et on obtient la cohomologie convergente :
(3.2.1.2) Rf conv∗((X, Y )/T ;E) := Rf rig∗((X,X)/T ;E).
(3.2.2) Sous les hypothe`ses (3.2.1) supposons de plus h propre : ainsi Y est
une compactification X = Y de X au-dessus de T . Berthelot de´finit alors
Rfrig∗(X/T ;E) par la formule [B 5, (3.2.3)] ( cf. aussi [LS, 8.2])
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(3.2.2.1) Rfrig∗(X/T ;E) := Rf rig∗((X,X)/T ;E);
et la cohomologie de ce complexe est inde´pendante du X choisi [B 5,(3.2.2)]
[LS, 8.2.1] [C-T, 10.5.3].
3.3 Changement de base
(3.3.1) Avec les notations de (2.2) on conside`re un paralle´le´pipe`de commu-
tatif
(3.3.1.1)
X
f

  jY // Y
f

  iY // Y
h

X
′  
jY ′ //
f
′

ϕ′
=={{{{{{{{
Y ′
  iY ′ //
f
′

ϕ′
==||||||||
Y ′
h
′

g′
??~~~~~~~~
S
  jT // T
  iT // T
ρ //W
S
′  
jT ′
//
ϕ
==
T ′
 
iT ′
//
ϕ
==
T ′
g
>>~~~~~~~~
ρ′
//W ′
θ
=={{{{{{{{
dans lequel le cube de gauche est forme´ de k-sche´mas se´pare´s de type fini, les
morphismes g, h, g′, h
′
, ρ, ρ′, θ sont des morphismes de V-sche´mas formels
(V-sche´mas formels que l’on supposera se´pare´s, plats et de type fini), les j
(resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. ferme´es). On suppose θ lisse
et X ′ = X ×S S
′, Y ′ = Y ×T T
′, et Y ′ = Y ×T T
′.
On ve´rifie alors facilement que l’on a
(3.3.1.2) ]X ′[Y ′=]X [Y×]S[T ]S
′[T ′ , ]Y
′[Y ′=]Y [Y×]T [T ]T
′[T ′.
Soient V un voisinage strict de ]S[T dans ]T [T et V
′ un voisinage strict
de ]S ′[T ′ dans ]T
′[T ′ tel que V
′ ⊂ g −1K (V )∩]T
′[T ′ ; alors W := h
−1
K (V )∩]Y [Y
est un voisinage strict de ]X [Y dans ]Y [Y et W
′ := h
′−1
K (V
′)∩]Y ′[Y ′ est un
voisinage strict de ]X ′[Y ′ dans ]Y
′[Y ′ tel que W
′ ⊂ g′−1K (W )∩]Y
′[Y ′.
Notons
hV : W → V, gV : V ′ → V, h′V ′ :W
′ → V ′, et g′W : W
′ → W
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les morphismes induits respectivement par hK , gK , h
′
K , et g
′
K .
Ainsi on dispose d’un cube commutatif
(3.3.1.3)
W
hV

  // YK
hK

W ′
  //
h′
V ′

g′W
==zzzzzzzzz
Y ′K
h
′
K

g′K
=={{{{{{{{
V
  // TK
V ′
  //
gV
==
T ′K
gK
=={{{{{{{{
dans lequel W ′ =W ×V V ′ et Y ′K = YK ×TK T
′
K .
Lemme (3.3.1.4). Avec les hypothe`ses et notations de (3.3.1) supposons de
plus que g soit plat (resp. que g soit lisse sur un voisinage de S ′ dans T ′).
Alors il existe un voisinage strict V ′ de ]S ′[T ′ dans ]T
′[T ′ tel que gV soit plat
(resp. que gV soit lisse).
De´monstration. Dans le cas plat c’est clair puisque gKest plat ; dans le cas
lisse, c’est [B 3, (2.2.1)], [LS, chap 3]. 
De´finition(3.3.1.5) Soit E un j†TOV -module ; son image inverse surconver-
gente est de´finie par la formule
(ϕ, ϕ, g)†(E) := j†T ′(g
∗
KE);
lorsque E est une re´alisation d’un isocristal E ∈ Isoc†((S, T )/W) on e´crira
aussi
(ϕ, ϕ)∗(E) = (ϕ, ϕ, g)†(E) = j†T ′(g
∗
KE).
The´ore`me (3.3.2) Sous les hypothe`ses (3.3.1) supposons que h
−1
(T ) =
Y, h
−1
(S) = X et hV propre (cette dernie`re hypothe`se est ve´rifie´e si h est
propre).
(3.3.2.1) Soit EW un OW -module cohe´rent. Alors, pour tout entier i > 0, on a :
(1) RihK∗(j
†
YEW ) est un j
†
TO]T [T -module cohe´rent et on a un isomor-
phisme
RihK∗(j
†
YEW )
∼
−→ j†TR
ihV ∗(EW ).
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(2) Supposons de plus gV plat ; alors
(i) On a des isomorphismes de changement de base au sens sur-
convergent
(ϕ, ϕ, g)†(RihK∗j
†
YEW ) ≃ R
ih
′
K∗(g
′∗
Kj
†
YEW )
≃ Rih
′
K∗(j
†
Y ′g
′∗
WEW )
≃ j†T ′R
ih′V ′∗(g
′∗
WEW ).
(ii) Si de plus ϕ −1(S) = S ′, les isomorphismes pre´ce´dents de-
viennent
g∗KR
ihK∗j
†
YEW ≃ R
ih
′
K∗(j
†
Y ′g
′∗
WEW )
≃ j†T ′R
ih′V ′∗(g
′∗
WEW ),
et l’on a des isomorphismes
g∗VR
ihV ∗j
†
WEW ≃ R
ih′V ′∗(g
′∗
W j
†
WEW )
≃ Rih′V ′∗j
†
W ′g
′∗
WEW .
(3.3.2.2) Soient E
•
W un complexe borne´ de OW -module cohe´rents et
E
•
W ′ = E
•
W ⊗OV OV ′ = g
′∗
WE
•
W .
Alors, pour tout entier i > 0, on a :
(1) RihK∗(j
†
YE
•
W ) est un j
†
TO]T [T -module cohe´rent et on a un isomor-
phisme
RihK∗(j
†
YE
•
W )
∼
−→ j†TR
ihV ∗E
•
W .
(2) Supposons de plus gV plat ; alors
(i) On a des isomorphismes de changement de base au sens sur-
convergent
(ϕ, ϕ, g)†(RihK∗j
†
YE
•
W ) ≃ R
ih
′
K∗(j
†
Y ′g
′∗
WE
•
W )
≃ j†T ′R
ih′V ′∗(E
•
W ′).
(ii) Si de plus ϕ −1(S) = S ′, les isomorphismes pre´ce´dents de-
viennent
g∗KR
ihK∗j
†
YE
•
W ≃ R
ih
′
K∗(j
†
Y ′E
•
W ′)
≃ j†T ′R
ih′V ′∗(E
•
W ′),
et l’on a des isomorphismes
g∗VR
ihV ∗j
†
WE
•
W ≃ R
ih′V ′∗g
′∗
W j
†
WE
•
W
≃ Rih′V ′∗j
†
W ′g
′∗
WE
•
W .
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De´monstration
Le (1) de (3.3.2.1) re´sulte de (3.1.4.2) et (1.2.1).
Pour le (i) de (3.3.2.1)(2) on conside`re le diagramme commutatif
S
  jT //

T
S ′1
 
j1T ′
//
ϕ1
OO
T ′
ϕ
OO
S ′
 
jT ′
//
j
OO
T ′
dans lequel le carre´ du haut est carte´sien et ϕ = ϕ1 ◦ j. On a alors une suite
d’isomorphismes
(ϕ, ϕ, g) †(RihK∗j
†
YEW ) ≃ j
†
T ′g
∗
KR
ihK∗j
†
YEW [(3.3.1.5)]
∼
→ j†T ′j
†
1T ′g
∗
VR
ihV ∗EW [B 3, (2.1.4.8)], [LS, (5.3)]
∼
→ j†T ′g
∗
VR
ihV ∗EW [B 3, (2.1.7)], [LS, (5.1)]
∼
→ j†T ′R
ih′V ′∗g
′∗
WEW [(1.2.1)(2)]
∼
← Rih
′
K∗j
†
Y ′g
′∗
WEW [(3.1.4.2)]
∼
← RihK∗g′
∗
Kj
†
YEW [B 3, (2.1.4.8)], [LS, (5.3)].
Pour le (ii) de (3.3.2.1)(2) il suffit de remarquer que les hypothe`ses im-
pliquent que (ϕ, ϕ, g) †(E) = g∗K(E) pour tout faisceau abe´lien E sur TK ; la
dernie`re assertion re´sulte de (3.1.4.1), [B 3,(2.1.4.7)] ou [LS, 5.3] et (1.2.1)
comme ci-dessus.
Pour (3.3.2.2) on proce`de de meˆme en utilisant cette fois le (1.2.2) du
the´ore`me (1.2). 
Remarque (3.3.3) En fait, dans le (3.3.2.1) (2) (ii) du the´ore`me pre´ce´dent, si
l’on ne suppose plus l’existence de g, mais que l’on suppose toujours l’exis-
tence du carre´ carte´sien
W ′
g′W //
h′
V ′

W
hV

V ′ gV
// V,
on obtient, pour tout OW -module cohe´rent EW , un isomorphisme de chan-
gement de base
(3.3.3.1)
g∗VR
ihV ∗j
†
WEW
∼
→ Rih′V ′∗g
′∗
W j
†
WEW
∼
→ Rih′V ′∗j
†
W ′g
′∗
WEW .
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De meˆme, pour le (3.3.2.2)(2)(ii) du the´ore`me, on a un isomorphisme
(3.3.3.2) g∗VR
ihV ∗jW
†(E
•
W )
∼
→ Rih′V ′∗j
†
W ′(E
•
W ′).
3.4 Surconvergence des images directes.
Nous allons conside´rer dans le prochain the´ore`me l’une des trois situa-
tions suivantes.
(3.4.1) Dans le premier cas , nous conside´rons un diagramme com-
mutatif satisfaisant aux hypothe`ses de (2.2)
(3.4.1.1)
X
  jY //
f

Y
  iY //
f


Y
h

S
 
jT
// T
 
iT
// T ρ
//W,
et un diagramme commutatif
(3.4.1.2)
S
  jT // T
  iT // T
ρ //W
S ′
 
jT ′
//
ϕ
OO
T ′
 
iT ′
//
ϕ
OO
T ′
ρ′
//
g
OO
W ′
θ
OO
tel qu’en prenant l’image inverse de (3.4.1.1) par (3.4.1.2) on obtienne un
paralle´le´pipe`de commutatif tel que (3.3.1.1). On suppose de plus les carre´s
de (3.4.1.1) carte´siens (h
−1
(T ) = Y , h
−1
(S) = X), h propre, h lisse sur
un voisinage de X dans Y , θ lisse, ρ (resp ρ′) lisse sur un voisinage de S
dans T (resp de S ′ dans T ′). On suppose e´galement satisfaite l’une des deux
hypothe`ses suivantes : g est lisse sur un voisinage de S ′ dans T ′, ou g est plat.
(3.4.2) Dans le deuxie`me cas , nous conside´rons un diagramme com-
mutatif tel que (3.4.1.1) et un diagramme commutatif
(3.4.2.1)
S
  jT // T
  iT // T
ρ //W
S ′
 
jT ′
//
ϕ
OO
T ′
 
iT ′
//
ϕ
OO
T ′
ρ′
//W ′
θ
OO
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satisfaisant aux meˆmes proprie´te´s que (3.4.1.2) excepte´ l’existence de g, mais
en supposant ρ propre, et nous noterons
X ′ = X ×S S ′
  jY ′ // Y ′ = Y ×T T ′
et
(3.4.2.2)
X
f

  jY // Y
f

X ′
  jY ′ //
f ′

ϕ′
<<zzzzzzzz
Y ′
f
′

ϕ′
>>}}}}}}}
S
  jT // T
S ′
 
jT ′
//
ϕ
<<
T ′
ϕ
>>}}}}}}}}
l’image inverse par (ϕ, ϕ) de (3.4.1.1).
(3.4.3)Dans le troisie`me cas , qui ge´ne´ralise le premier, nous conside´rons
des diagrammes commutatifs tels que (3.4.1.1) et (3.4.2.1) mais sans suppo-
ser ρ propre. Par contre nous supposons de plus l’existence d’un diagramme
commutatif
(3.4.3.1)
X ′
  jY ′ //
f ′

Y ′
  iY ′ //
f
′


Y ′
h
′

S ′
 
jT ′
// T ′
 
iT ′
// T ′
ρ′ //W ′
satisfaisant aux meˆmes hypothe`ses que (3.4.1.1), et dans lequel X ′, Y ′ satis-
font aux proprie´te´s de (3.4.2.2).
Dans le cas relevable le the´ore`me suivant re´sout une conjecture de Ber-
thelot [B 2, (4.3)] et ge´ne´ralise le the´ore`me 5 de loc. cit.
The´ore`me (3.4.4) Pour tout entier i > 0, on a :
(3.4.4.1) Sous les hypothe`ses (3.4.3), on a :
(i) f induit un foncteur
Rif rig∗((X, Y )/T ;−) : Isoc
†((X, Y )/W) −→ Isoc†((S, T )/W ).
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(ii) il existe un morphisme de changement de base
(ϕ, ϕ)∗Rif rig∗((X, Y )/T ;E) −→ R
if ′rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)∗(E))
et celui-ci est un isomorphisme dans Isoc†((S ′, T ′)/W ′).
(3.4.4.2) Sous les hypothe`ses (3.4.2) on a :
(i) f induit un foncteur
Rifrig∗(X/T ;−) : Isoc
†(X/W) −→ Isoc†(S/W).
(ii) L’isomorphisme de changement de base de (3.4.4.1)(ii) existe et
devient
(ϕ, ϕ)∗Rifrig∗(X/T ;E)
∼
−→ Rif ′rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)∗(E)).
(iii) Si de plus ρ′ est propre, alors l’isomorphisme de (ii) pre´ce´dent
devient un isomorphisme dans Isoc†(S ′/W ′) :
ϕ∗Rifrig∗(X/T ;E)
∼
−→ Rif ′rig∗(X
′/T ′;ϕ′∗(E)).
(iv) Si S ′ = T ′, l’isomorphisme du (ii) pre´ce´dent devient un isomor-
phisme dans Isoc(S ′/W ′) :
ϕ∗j∗TR
ifrig∗(X/T ;E)
∼
−→ Rif ′conv∗(X
′/T ′;ϕ′∗(Eˆ))
ou` Eˆ ∈ Isoc(X/W) est l’isocristal convergent associe´ a` E ∈ Isoc†(X/W)
par le foncteur d’oubli Isoc†(X/W) → Isoc(X/W).
En particulier si S ′ = T ′ = S, on a un isomorphisme
j∗TR
ifrig∗(X/T ;E)
∼
−→ Rifconv∗(X/T ; Eˆ)
(3.4.4.3) Sous les hypothe`ses (3.4.3) avec S = T et S ′ = T ′ on a :
(i) f induit un foncteur
Rifconv∗ : Isoc(X/W) −→ Isoc(S/W).
(ii) Il existe un isomorphisme de changement de base dans Isoc(S ′/W ′)
ϕ∗Rifconv∗(X/T ; E)
∼
−→ Rif ′conv∗(X
′/T ′;ϕ′∗(E)).
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Avant de donner la preuve du the´ore`me, faisons quelques remarques :
Remarques (3.4.4.4) :
(i) Sous les hypothe`ses de (3.4.4.2)(iii), et en supposant de plus que ϕ est
l’identite´ de S et θ l’identite´ de W, l’isomorphisme de changement de
base prouve que Rifrig∗(X/T ;E) est inde´pendant du sche´ma formel T
dans lequel S est plonge´ (avec bien suˆr T propre sur W, ρ lisse sur un
voisinage de S dans T et h ve´rifiant (3.4.4)).
La meˆme remarque s’applique a` Rifconv∗(X/T ; E).
(ii) D’apre`s [Et 5, the´o (3.2.1)] les hypothe`ses de (3.4.4.2)(iii) sont ve´rifie´es
pour W = SpfV, S affine et lisse sur k et certains morphismes f pro-
jectifs et lisses.
(iii) En conjuguant (i) et (ii) nous en de´duirons plus loin [The´ore`me (3.4.8.2)]
que les constructions se recollent pour certains morphismes f projectifs
lisses et S un k-sche´ma lisse ( plus ne´cessairement affine).
De´monstration de (3.4.4).
Le (3.4.4.3) est conse´quence directe de (3.4.4.1).
La preuve de (3.4.4.1) et (3.4.4.2) va se faire en six e´tapes que l’on pre´cise
ici :
Dans les quatre premie`res e´tapes on va faire la preuve de (3.4.4.1) sous
l’hypothe`se plus particulie`re (3.4.1) (i.e. existence de g) :
- e´tape 1© : montrer que Rif rig∗((X, Y )/T ;E) est un j†TO]T [T -module
cohe´rent.
- e´tape 2© : montrer l’isomorphisme de changement de base (3.4.4.1)(ii)
lorsque ϕ−1(S) = S ′.
- e´tape 3© : achever la preuve de (3.4.4.1)(i).
- e´tape 4© : achever la preuve de l’isomorphisme de changement de base
(3.4.4.1)(ii).
- e´tape 5© : on prouve (3.4.4.1) sous les hypothe`ses (3.4.3).
- e´tape 6© : on prouve (3.4.4.2).
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Plac¸ons-nous d’abord sous les hypothe`ses (3.4.1).
On se donne donc un diagramme tel que (3.3.1.1) avec h
−1
(T ) = Y , h
−1
(S) =
X : on note S ′1 = ϕ
−1(S) et S ′
j
−→ S ′1
ϕ1−→ S la factorisation de ϕ ou` j est une
immersion ouverte ; on en de´duit un diagramme commutatif a` carre´s verti-
caux carte´siens
X
f

  jY // Y
f

  iY // Y
h

S
  jT // T
  iT // T
X ′1
f ′1

ϕ′1
DD
































  j1Y ′ // Y ′
f
′

  iY ′ //
ϕ′
DD


































Y ′
h
′

DD


































S ′1
  j1T ′ //
ϕ1
DD
T ′
  iT ′ //
ϕ
DD
T ′
g
DD


































X ′
  jY ′ //
f ′

2

j′
DD





























Y ′
f
′

  iY ′ //




































































Y ′
h
′































































S ′
 
jT ′
//
j
DD
T ′
 
iT ′
//
id
DD
T ′.




































































Pour E ∈ Isoc†((X, Y )/W) on notera (ϕ, ϕ)∗(E) son image inverse par le
couple (ϕ, ϕ) [B 3, (2.3.2)(iv)], [LS, chap 7] pour pre´ciser la de´pendance en
ϕ et ϕ : d’autres images inverses seront utilise´es, que le contexte pre´cisera
(cf. de´f. (3.3.1.5)).
Etape 1©. Avec les notations de (3.2) il existe un voisinage strictW de ]X [Y
dans ]Y [Y tel que EY := j
†
YEW soit une re´alisation de E, et d’apre`s (2.2.2.2)
on peut supposer que W est de la forme W = h
−1
Y (V ) pour un voisinage
strict V de ]S[T dans ]T [T ; de plus on a un diagramme commutatif
]X [Y
  //
hX

W
  αW //
hV

YK
hK

]S[T
  // V
 
αV
// TK
dans lequel les carre´s sont carte´siens et ou` les fle`ches horizontales sont des
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immertions ouvertes, hK est propre et hX est propre et lisse [(2.2.3.2)(i)] :
quitte a` restreindre V on peut supposer via [(2.2.3.2)(ii)] que hV est propre
et lisse.
Or Ri+jf rig∗((X, Y )/T ;E) est l’aboutissement d’une suite spectrale de terme
Ei,j1 donne´ par
Ei,j1 = R
jhK∗(j
†
YEW ⊗O]Y [Y Ω
i
]Y [Y/TK
)
avec filtration
Fili := Fili(j†YEW ⊗ Ω
•
]Y [Y/TK
)
= j†YEW ⊗ Ω
>i
]Y [Y/TK
,
et on a une suite d’isomorphismes
j†YEW ⊗O]Y [Y Ω
i
]Y [Y/TK
= (αW ∗j
†
WE)⊗O]Y [Y Ω
i
]Y [Y/TK
≃ αW ∗(j
†
WEW ⊗OW α
∗
W (Ω
i
]Y [Y/TK
))
≃ αW ∗(j
†
WEW ⊗OW Ω
i
W/TK
) car αW est e´tale
≃ αW ∗(j
†
WEW ⊗OW Ω
i
W/V ) car αV est e´tale
≃ αW ∗(j
†
WOW ⊗OW EW ⊗OW Ω
i
W/V ) [B 3, (2.1.3)], [LS, chap 5]
≃ αW ∗j
†
W (EW ⊗OW Ω
i
W/V ) [loc. cit.]
= j†Y (EW ⊗OW Ω
i
W/V ),
ou` ΩiW/V est un OW -module cohe´rent et localement libre [(2.2.3.2(i)]. D’apre`s
(3.1.4) on en de´duit un isomorphisme
Ei,j1 = R
jhK∗(j
†
YEW ⊗O]Y [Y Ω
i
]Y [Y/TK
)
∼
→ j†TR
jhV ∗(EW ⊗OW Ω
i
W/V );
or RjhV ∗(EW ⊗OW Ω
i
W/V ) est un OV -module cohe´rent d’apre`s le the´ore`me
(1.2), donc Ei,j1 est un j
†
TO]T [T -module cohe´rent. Comme la filtration Fil
i est
finie, il en re´sulte que l’aboutissement Ri+jf rig∗((X, Y )/T ;E) est un j
†
TO]T [T -
module cohe´rent. Remarquons que pour prouver cette cohe´rence on aurait
pu appliquer le (1) de (3.3.2.2).
Etape 2©. On a vu a` l’e´tape 1© que
Rif rig∗((X, Y )/T ;E) := R
ihK∗(j
†
YEW ⊗O]Y [Y Ω
•
]Y [Y/TK
)
≃ RihK∗(j
†
Y (EW ⊗OW Ω
•
W/V )),
et les EW ⊗OW Ω
j
W/V sont des OW -module cohe´rents.
Puisque ou bien g est plat, ou bien g est lisse sur un voisinage de S ′ dans T ′,
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on peut d’apre`s (3.3.1.4) et quitte a` restreindre V supposer gV plat : le (2)
de (3.3.2.2) nous fournit alors l’isomorphisme de changement de base
(3.4.4.1.1) g∗KR
if rig∗((X, Y )/T ;E)
∼
→ Rif ′rig∗((X
′
1, Y
′)/T ′; (ϕ′1, ϕ
′)
∗
(E)).
Etape 3©. En reprenant la construction de la connexion de Gauß-Manin
de´crite explicitement par Katz dans [K, 3.4 et 3.5] on prouve que cette
connexion agit aussi bien sur le terme Ei,j1 que sur l’aboutissement [loc. cit.,
theo. 3.5] : ainsi Rifrig∗(X/T ;E) est muni d’une connexion ∇i (de Gauß-
Manin) inte´grable. Pour construire cette connexion de Gauß-Manin ∇i on
peut aussi e´tablir des isomorphismes [B 3, (2.2.5.1)], [LS, chap 7] ve´rifiant
la condition de cocycles : cette construction co¨ıncide avec la pre´ce´dente [B
1,V, 3.6.3, 3.6.4, 3.6.5], et cette deuxie`me construction va nous permettre
d’e´tablir la surconvergence de ∇i.
On a un diagramme commutatif a` carre´s carte´siens
Y
Γ
h
=(1Y×h) //
h

Y ×W T
p′1 //
h×1T

Y
h

T
∆T
// T ×W T p1T
// T ,
ou` p1T , p
′
1 sont les premie`res projections, Γh est le morphisme graphe de h
et ∆T est le morphisme diagonal : Γh est une immersion ferme´e puisque T
est se´pare´ sur W ; on note alors ]Y [Y×WT le tube de Y dans Y ×W T pour
l’immersion ferme´e compose´e Y −֒→ Y
Γ
h
−֒→ Y ×W T , et ]T [T 2 celui de T
dans T 2 pour l’immersion ferme´e T −֒→ T −֒→
∆T
T ×W T .
D’apre`s (2.1.2) on a alors un diagramme commutatif a` carre´ carte´sien
(3.4.4.1.2)
]Y [Y2
∼
h
ww
p1Y
{{ h
′′
1zzuu
uu
uu
uu
u
]Y [Y
hY

]Y [Y×T
h′1

p′1oo
]T [T ]T [T 2p1T
oo
ou` h′1, h
′′
1,
∼
h sont induits respectivement par hK ×1TK , 1YK ×hK et hK ×hK .
On a de meˆme un diagramme analogue (3.4.4.1.2)′ avec p2 a` la place de p1
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et h′2, h
′′
2...
D’apre`s (3.2.2.1) et [B 5, (3.2.3) et (3.1.11)(i)] ou [LS, 7.4] on a les isomor-
phismes canoniques
Rif rig∗((X, Y )/T
2;E) = Ri
∼
h∗(p
∗
1Y(EY)⊗ Ω
•
]Y [
Y2/T
2
K
)
≃ Rih′1∗(p
′∗
1(EY)⊗ Ω
•
]Y [Y×T /T
2
K
)
∼
← p∗1TR
ih
∗
Y (EY ⊗ Ω
•
]Y [Y/TK
) [e´tape 2©]
= p∗1TR
if rig∗((X, Y )/T ;E);
l’avant-dernier isomorphisme ci-dessus est re´alisable via l’e´tape 2© car ρ
e´tant lisse sur un voisinage de S dans T , p1T : T ×W T → T est lisse sur un
voisinage de S dans T ×W T .
Or l’isomorphisme [B 3, (2.2.5.1)], [LS, 7.2]
p∗2Y(EY)
∼
−→ p∗1Y(EY)
assurant l’existence d’une connexion (surconvergente) sur EY fournit aussi
les isomorphismes
Ri
∼
h∗(p
∗
2Y(EY)⊗ Ω
•
]Y [
Y2/T
2
K
)
∼
−→ Ri
∼
h∗(p
∗
1Y(EY)⊗ Ω
•
]Y [
Y2/T
2
K
),
c’est-a`-dire, par les meˆmes arguments que ci-dessus, des isomorphismes
(3.4.4.1.3) p∗2TR
if rig∗((X, Y )/T ;E)
∼
→ Rif rig∗((X, Y )/T
2;E)
∼
← p∗1TR
if rig∗((X, Y )/T ;E)
satisfaisant aux conditions de [B 3, (2.2.5)], [LS, 7.2]. De plus la connexion
surconvergente surRif rig∗((X, Y )/T ;E) obtenue par l’isomorphisme (3.4.4.1.3)
est bien celle de Gauß-Manin [B 1,V, 3.6.4].
Ceci ache`ve la preuve de l’e´tape 3©.
Etape 4©. Puisque Rif rig∗((X, Y )/T ;E) est un isocristal surconvergent le
long de T \ S, son image inverse par (ϕ, ϕ) est, d’apre`s l’e´tape 2©, l’image
inverse par (j, idT ′) de l’isocristal surconvergent (le long de T
′\S ′1)
Rif ′rig∗((X
′
1, Y
′)/T ′; (ϕ′1, ϕ
′)
∗
(E)) = j†1T ′(R
ih′V ′∗(g
′∗
W (EW )⊗OW ′Ω
•
W ′/V ′))(cf (3.3.1.3)).
Le OV ′-module
E iV ′ := R
ih′V ′∗(g
′∗
W (EW )⊗OW ′ Ω
•
W ′/V ′)
est cohe´rent, et par de´finition des images inverses [B 3, (2.3.2)(iv)], [LS, chap
5] on a
(j, idT ′)
∗(j†1T ′(E
i
V ′)) = j
†
T ′(E
i
V ′);
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or d’apre`s [(3.3.2.2)(1)] on a :
j†T ′(E
i
V ′) ≃ R
ih
′
K∗(j
†
Y ′(g
′∗
W (EW ))⊗OW ′ Ω
•
W ′/V ′)
=: Rif
′
rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ, ϕ)∗(E)),
d’ou` l’isomorphisme de changement de base
(3.4.4.1.4) (ϕ, ϕ)∗Rif rig∗((X, Y )/T ;E) ≃ R
if
′
rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)
∗
(E)),
qui est celui de (3.4.4.1)(ii).
Etape 5©. Plac¸ons-nous sous les hypothe`ses (3.4.3) et prouvons (3.4.4.1)
dans ce cas.
Conside´rons les paralle´le´pipe`des commutatifs suivants dans lesquels les faces
verticales sont carte´siennes
(3.4.4.1.5)
X
f

  jY // Y
f

  iY // Y
h

X
′  
jY ′ //
f
′

ϕ′
??
Y ′
 
i′′
Y ′ //
f
′

ϕ′
??
Y ′′
h
′′

p1Y
??
S
  jT // T
  iT // T ρ
//W
S
′  
jT ′
//
ϕ
??
T ′
 
i′′
T ′
//
ϕ
??
T ′′ = T ×W T ′
p1T ′′
??
(3.4.4.1.6)
X ′
f
′

  jY ′ // Y ′
f
′

 
i′′′
Y ′ // Y ′′′
h ′′′

~~||
||
||
||
X
′  
jY ′ //
f
′

||||||||
Y ′
  iY ′ //
f
′

~~~~~~~~
Y ′
h
′

S ′
  jT ′ //
id
~~
T ′
 
i′′
T ′ //
id~~
T ′′
p2T ′′}}||
||
||
||
S
′  
jT ′
// T ′
 
iT ′
// T ′
ρ′
//W ′
ou` pi est la projection sur le ie facteur et i
′′
T ′ = (iT ◦ ϕ, iT ′).
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On forme aussi le carre´ carte´sien
(3.4.4.1.7)
∼
Y
u2 //
u1

Y ′′
h
′′

Y ′′′
h
′′′
// T ′′ .
Comme u1 et u2 sont propres, et lisses sur un voisinage de X
′ dans Y˜ , on
peut d’apre`s [B 5, (3.1.2)] ou [LS, 7.4] faire le calcul de
Rif
′
rig∗((X
′, Y ′)/T ′′; (ϕ′, ϕ′)
∗
(E))
a` l’aide de la cohomologie de de Rham, aussi bien avec h
′′′
, h
′′′
◦ u1 = h
′′
◦
u2 ou h
′′
, qui sont tous les trois propres, et lisses sur un voisinage de X ′
respectivement dans Y ′′′, Y˜ et Y ′′. Or p1T ′′ (resp p2T ′′) e´tant lisse sur un
voisinage de S ′ dans T ′′, on a d’apre`s l’e´tape 4© des isomorphismes de
changement de base (le premier calcule´ via h
′′
et le second via h
′′′
)
(ϕ, ϕ, p1T ′′)
∗Rif rig∗((X, Y )/T ;E) ≃ R
if
′
rig∗((X
′, Y ′)/T ′′; (ϕ′, ϕ′)
∗
(E)) ,
(p2T ′′)
∗ : Rif
′
rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)
∗
(E)) ≃ Rif
′
rig∗((X
′, Y ′)/T ′′; (ϕ′, ϕ′)
∗
(E))
et les seconds membres co¨ıncident en faisant le calcul de la cohomologie de
de Rham via h
′′′
◦ u1 = h
′′
◦ u2. Ceci ache`ve la preuve de l’isomorphisme
de changement de base : d’ou`, ici encore, l’isomorphisme (3.4.4.1.3). Comme
l’e´tape 1© s’applique on a prouve´ (3.4.4.1).
Etape 6©. L’e´tape 3© reste inchange´e puisqu’on peut faire les changements
de base par p1T et p2T car ils sont lisses sur un voisinage de S dans T ×W T :
en particulier Rif rig∗((X, Y )/T ;E) est un isocristal surconvergent le long de
T \ S. Soit W0 la re´duction sur k de W. On note
(3.4.4.2.1)
X ′′
  jY ′′ //
f ′′

Y ′′
  iY ′′ //
f
′′

Y ′′ = Y ×W T ′
h
′′

S ′′ = S ×Wo S
′  
jT ′′=jT×jT ′
// T ′′ := T ×Wo T
′  
iT ′′=iT×iT ′
// T ′′ := T ×W T ′
l’image inverse de (2.2.1) par le diagramme commutatif
(3.4.4.2.2)
S
  jT // T
  iT // T
S ′′
 
jT ′′
//
p1S
OO
T ′′
 
iT ′′
//
p1T
OO
T ′′
p1T ′′
OO
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ou` les p1 sont les projections sur le premier facteur : h
′′
est propre et h
′′
est
lisse sur un voisinage de X ′′ dans Y ′′.
De meˆme
(3.4.4.2.3)
X ′
  jY ′ //
f ′

Y ′
  iY ′′◦ψY //
f
′

Y ′′
h
′′

S ′
 
jT ′
// T ′
 
iT ′′◦ψT
// T ′′
est l’image inverse de (3.4.4.2.1) par le diagramme commutatif
(3.4.4.2.4)
S ′′
  jT ′′ // T ′′
  iT ′′ // T ′′
S ′
 
jT ′
//
ψS=(ϕ,1S′)
OO
T ′
 
iT ′′◦ψT
//
ψT=(ϕ,1T ′ )
OO
T ′′
idT ′′
ou` ψS, ψT sont des immersions ferme´es et ψY est l’immersion ferme´e de´finie
par le carre´ carte´sien
Y ′
f
′

  ψY // Y ′′
f
′′

T ′
 
ψT
// T ′′ .
En appliquant (3.4.4.1)(ii) au changement de base par p1T et ψT on obtient
un isomorphisme
ψ∗Tp
∗
1T ′′R
if rig∗((X, Y )/T ;E) ≃ R
if
′
rig∗((X
′, Y ′)/T ′′; (ϕ′, ϕ′)
∗
(E)).
Puisque le carre´ suivant commute
T
  iT // T
T ′
 
iT ′′◦ψT
//
p1T ◦ψT=ϕ
OO
T ′′ ,
p1T ′′
OO
pour prouver (3.4.4.2) il suffit d’apre`s [B 3, (2.3.2)(iv)] ou [LS, chap 7] de
prouver que la projection sur le second facteur p2T ′′ : T ′′ → T ′ induit un
isomorphisme
p∗2T ′′R
if
′
rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)
∗
(E)) ≃ Rif
′
rig∗((X
′, Y ′)/T ′′; (ϕ′, ϕ′)
∗
(E)).
Conside´rons alors le diagramme commutatif a` carre´ carte´sien
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X ′
  jY ′ // Y ′
  ψY // Y ′′
  iY ′′ // Y ′′
h
′′
  
iY′′ !!C
CC
CC
CC
C
IdY′′
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
U
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
UUU
U
Y ′′′ p3Y
//
h
′′′

Y ′′
h
′′

T ′′
p2T ′′

T ′′ p2T ′′
// T ′ .
D’apre`s les hypothe`ses faites sur ρ, p2T ′′ est propre et p2T ′′ est lisse sur un
voisinage de S ′′ dans T ′′ : ainsi p2T ′′ ◦ h
′′
est propre et p2T ′′ ◦ h
′′
est lisse sur
un voisinage de X ′ dans Y ′′ ; par suite en appliquant (3.4.4.1) on en de´duit
que
Rif
′
rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)
∗
(E)) et Rif
′
rig∗((X
′, Y ′)/T ′′; (ϕ′, ϕ′)
∗
(E))
sont des isocristaux surconvergents et puisque iY ′′ est propre, que l’on a des
isomorphismes (ou` p1Y : Y ′′ → Y est la premie`re projection)
p∗2T ′′R
if
′
rig∗((X
′, Y ′)/T ′; (ϕ′, ϕ′)
∗
(E)) ≃ Rih
′′′
∗ p
∗
3Y((p
∗
1YEY)⊗ Ω
•
]Y ′[Y′′/T
′
K
)
≃ Rih
′′′
∗ (p
∗
3Yp
∗
1Y(EY)⊗ Ω
•
]Y ′[
Y
′′′ /T
′′
K
) [(2.1.2)]
≃ Rih
′′
∗(i
∗
Y ′′
p∗3Yp
∗
1Y(EY)⊗ Ω
•
]Y ′[
Y
′′ /T
′′
K
) [B 5, (3.2.2)]
= Rif
′
rig∗((X
′, Y ′)/T
′′
; (ϕ′, ϕ′)
∗
(E)) [(3.2.2)];
au lieu de [B 5, (3.2.2)] ci-dessus on peut utiliser [LS, 7.4]. D’ou` (3.4.4.2),
compte tenu des de´finitions (3.2). Ceci ache`ve la preuve de (3.4.4). 
(3.4.5)
(3.4.5.1) Supposons donne´ un diagramme commutatif
X
  jY //
f


Y
h

S
 
jT
// T
ρ //W,
dans lequel le carre´ est carte´sien, f est un morphisme propre de k-sche´mas
se´pare´s de type fini, h et ρ sont des morphismes de V-sche´mas formels se´pare´s
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plats de type fini, h est propre, h (resp ρ) est lisse sur un voisinage de X
(resp S) dans Y (resp T ), jY et jY sont des immersions. Soit T l’adhe´rence
sche´matique de S dans T et
S −֒→
jT
T −֒→
iT
T
la factorisation de jT : jT est une immersion ouverte dominante et iT est
une immersion ferme´e. On note Y = h
−1
(T ) et f := h|Y : Y → T. Avec les
notations pre´ce´dentes on est donc dans la situation (2.2.1) avec f
−1
(S) = X.
(3.4.5.2) Supposons de plus donne´ un diagramme commutatif
S
  jT // T
ρ //W
S ′
  jT ′ //
ϕ
OO
T ′
ρ′ //
g
OO
W ′
θ
OO
dans lequel ϕ est un morphisme de k-sche´mas se´pare´s de type fini, g, ρ′ sont
des morphismes se´pare´s de V-sche´mas formels se´pare´s plats de type fini, ρ′
est lisse sur un voisinage de S ′ dans T ′, θ est lisse et jT ′ est une immersion.
On de´finit f ′ : X ′ → S ′ par le carre´ carte´sien
X ′
ϕ′ //
f ′

X
f

S ′ ϕ
// S .
On note T ′ l’adhe´rence sche´matique de S ′ dans T ′ et
S ′ −֒→
jT ′
T ′ −֒→
iT ′
T ′
la factorisation de jT ′ par l’immersion ouverte dominante jT ′ et l’immersion
ferme´e iT ′ : g induit un k-morphisme ϕ : T
′ → T .
Par image inverse de (3.4.5.1) par (3.4.5.2) on obtient un paralle´le´pipe`de
commutatif tel que (3.3.1.1), dont on reprend les notations ; on en de´duit :
Corollaire (3.4.5.3). Sous les hypothe`ses (3.4.5.1) et (3.4.5.2) les parties
(3.4.4.1) et (3.4.4.3) du the´ore`me (3.4.4) sont valides.
(3.4.5.4) Supposons donne´ cette fois un diagramme commutatif
S
  jT // T
ρ //W
S ′
ϕ
OO
 
jT ′
// T ′
ρ′
//W ′
θ
OO
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dans lequel ϕ est un morphisme de k-sche´mas se´pare´s de type fini, ρ, ρ′, θ
sont des morphismes (se´pare´s) de V-sche´mas formels se´pare´s plats de type
fini, θ est lisse, ρ (resp ρ′) est lisse sur un voisinage de S dans T (resp de
S ′ dans T ′), jT et jT ′ sont des immersions. Et on suppose de plus que ρ est
propre. D’apre`s l’e´tape 6© de la de´monstration du the´ore`me (3.4.4) on a
montre´ :
Corollaire (3.4.5.5). Sous les hypothe`ses (3.4.5.1) et (3.4.5.4) la partie
(3.4.4.2) du the´ore`me (3.4.4) s’applique.
3.4.6. Sous les hypothe`ses de (3.4.5.1) avec k parfait supposons que W =
Spf V et que ρ : T → Spf V est lisse sur un ouvert S de T , avec S contenu
dans S.
Soient is : s = Spec k(s) →֒ S un point ferme´ de S et fs : Xs → s la fibre
de f en s. On note V(s) = W (k(s))⊗W V, ou` W = W (k), W (k(s)) sont les
anneaux de vecteurs de Witt a` coefficients dans k et k(s) respectivement, et
K(s) le corps des fractions de V(s). Le morphisme is de´finit des foncteurs
images inverses [B 3, (2.3.2)(iv) et (2.3.6)], [LS, chap 7]
(3.4.6.1) i†∗s : Isoc
†((S, T )/V) // Isoc†(Spec k(s)/K(s))
≃

Isoc(Spec k(s)/K(s)),
qui, pour ρ propre, devient
(3.4.6.2) i†∗s : Isoc
†(S/K) // Isoc†(Spec k(s)/K(s))
≃

Isoc(Spec k(s)/K(s)),
et qui, pour S = T , devient
(3.4.6.3) iˆ∗s : Isoc(S/K) −→ Isoc(Spec k(s)/K(s)).
Nous allons donner maintenant une re´alisation explicite de ces foncteurs :
dans la notation i†∗s , le ()
† n’est pas utile, sauf pour insister que l’on travaille
avec la cate´gorie surconvergente, et pas seulement la convergente.
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Dans le carre´ carte´sien de V-sche´mas formels plats et se´pare´s
U(s) u
′
//
v′

S
v

Spf V(s) u
// Spf V
les morphismes u et u′ (resp v et v′) sont finis e´tales (resp lisses et se´pare´s).
Par lissite´ de S sur V le morphisme compose´
Spec k(s)
is
−֒→ S −֒→ S
se rele`ve en un morphisme se´pare´
gs : Spf V(s) −→ S .
Par la proprie´te´ universelle du produit fibre´, gs se factorise en
gs : Spf V(s)
g˜s
−→ U(s)
u′
−֒→ S
avec v′ ◦ g˜s = IdSpf V(s) : on en de´duit que g˜s est une immersion ferme´e. En
notant gs le morphisme compose´
gs : Spf V(s)
gs
−→ S −֒→ T ,
les foncteurs i†∗s et iˆ
∗
s sont induits par g
∗
s [B 3, (2.3.6) et (2.3.2)(iv)], [LS,
chap 7], ce qui fournit une re´alisation explicite de ces foncteurs comme nous
l’annoncions.
The´ore`me (3.4.7). On se place sous les hypothe`ses et notations de (3.4.6).
(3.4.7.1) Soit E ∈ Isoc†((X, Y )/V). Alors, pour tout entier i > 0 et tout point
ferme´ s de S, on a des isomorphismes
i†∗s R
if rig∗((X, Y )/T ; E) ≃ R
ifs rig∗(Xs/V(s);EXs)
≃ Rifs conv∗(Xs/V(s); ÊXs)
≃ H irig(Xs/K(s);EXs)
= H iconv(Xs/K(s); ÊXs)
ou` l’isocristal convergent ÊXs ∈ Isoc (Xs/K(s)) = Isoc
† (Xs/K(s))
co¨ıncide avec l’isocristal surconvergent EXs ∈ Isoc
† (Xs/K(s)).
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(3.4.7.2) Supposons ρ T → Spf V propre et soit E ∈ Isoc† (X/K). Alors, pour
tout entier i > 0 et tout point ferme´ s de S, on a des isomorphismes
i†∗s R
ifrig∗(X/T ; E) ≃ R
ifs rig∗(Xs/V(s);EXs)
≃ Rifs conv∗(Xs/V(s); ÊXs)
≃ H irig(Xs/K(s);EXs)
= H iconv(Xs/K(s); ÊXs)
ou` l’isocristal convergent ÊXs ∈ Isoc (Xs/K(s)) = Isoc
† (Xs/K(s))
co¨ıncide avec l’isocristal surconvergent EXs ∈ Isoc
† (Xs/K(s)).
(3.4.7.3) Supposons que S = T et soit E ∈ Isoc (X/K). Alors, pour tout entier
i > 0 et tout point ferme´ s de S, on a des isomorphismes
iˆ∗sR
ifconv∗(X/T ; E) ≃ Rifs conv∗(Xs/V(s); EXs)
= H iconv(Xs/K(s); EXs).
De´monstration. On applique le changement de base par (is, gs) et les corol-
laires (3.4.5.3) et (3.4.5.5). 
3.4.8. Soient S un k-sche´ma lisse et se´pare´ et f : X → S un k-morphisme
projectif et lisse. Notons S =
⋃
α
Sα,0 une de´composition de S en re´union
d’ouverts connexes affines Sα,0 = Spec(Aα,0), Aα = V[t1, ..., tdα]/Jα une V-
alge`bre lisse relevant Aα,0 dont on a fixe´ une pre´sentation et Sα = Spec(Aα).
On de´signe par Sα l’adhe´rence sche´matique de Sα dans P
dα
V , par Sα (resp Sα)
le comple´te´ formel m-adique de Sα (resp Sα) et par
fα : Xα,0 = X ×S Sα,0 −→ Sα,0
la restriction de f . Quitte a` de´composer Xα,0 en somme disjointe de ses com-
posantes connexes on peut supposer Xα,0 connexe. D’apre`s [Et 5, (3.2.1.1)]
il existe un carre´ carte´sien
Xα
  //
hα

Xα
hα

Sα
  // Sα
dans lequel hα est projectif, hα est un rele`vement projectif de fα et les fle`ches
horizontales sont des immersions ouvertes. Le comple´te´ formel de ce carre´ est
d’apre`s [Et 5, the´o (3.2.1)] un carre´ carte´sien de V-sche´mas formels
(3.4.8.1)
Xα
  //
hˆα

X α
hˆα

Sα
  // Sα
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dans lequel hˆα est projectif, hˆα est un rele`vement projectif de la restriction
fα de f et les fle`ches horizontales sont des immersions ouvertes.
The´ore`me (3.4.8.2). Sous les hypothe`ses (3.4.8) supposons que, pour tout
α, Xα est plat sur V. Alors, pour tout entier i > 0, on a un diagramme
commutatif de foncteurs naturels induits par f et de´finis ci-apre`s en (3.4.8.5)
Isoc†(X/K)
Rifrig∗ //

Isoc†(S/K)

Isoc(X/K)
Rifconv∗ // Isoc(S/K)
ou` les fle`ches verticales sont les foncteurs d’oubli.
De plus ces foncteurs commutent a` tout changement de base S ′ → S entre
k-sche´mas lisses et se´pare´s ; en particulier ils commutent aux passages aux
fibres en les points ferme´s de S.
De´monstration. Puisque, pour tout α, Xα est plat sur V, le the´ore`me [Et 5,
the´o (3.2.1)] prouve que hˆα est un rele`vement projectif et lisse de la restriction
fα de f . Soient E ∈ Isoc†(X/K) et Eα sa restriction a` Xα : graˆce a` l’existence
du carre´ carte´sien (3.4.8.1) dans lequel hˆα est un rele`vement projectif et lisse
de fα on conclut a` l’aide du the´ore`me (3.4.4) que
Rifαrig∗(Xα,0/Sα;Eα) ∈ Isoc
†(Sα,0/K).
Montrons que celui-ci ne de´pend que de Sα,0 et non de Sα.
Supposons donne´s un k-sche´ma propre S
′
α,0, un V-sche´ma formel propre
S
′
α, une immersion ouverte dominante j
′
α,0 : Sα,0 →֒ S
′
α,0 et une immersion
ferme´e i′α,0 : S
′
α,0 →֒ S
′
α,0 tels que le morphisme S
′
α −→ SpfV soit lisse sur
un voisinage de Sα,0 dans S
′
α. Notons T α,0 l’adhe´rence sche´matique de Sα,0
plonge´ diagonalement dans S
′′
α = Sα,0 ×k S
′
α,0 et S
′′
α = Sα×ˆVS
′
α. On a un
diagramme commutatif
(3.4.8.3)
Sα,0
  jT //
id

T α,0
  iT //
pα

S
′′
α
p1,α

Sα,0
 
jS
// Sα,0
 
iS
// S
dans lequel les fle`ches verticales sont induites par la premie`re projection, les
i (resp les j) sont des immersions ferme´es (resp ouvertes). Comme pα est
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propre, le foncteur (pα, p1,α)
∗ est une e´quivalence de cate´gorie [B 3, (2.3.5)],
[LS, 7.1] de la cate´gorie des isocristaux sur Sα,0/K surconvergents le long de
Zα,0 = Sα,0 \Sα,0 dans la cate´gorie des isocristaux sur Sα,0/K surconvergents
le long de Z ′′α,0 = Tα,0\Sα,0. De plus p1,α est propre, et lisse sur un voisinage de
Sα,0 dans S
′′
α, donc par le the´ore`me (3.4.4) on a isomorphisme de changement
de base
p ∗1αR
ifαrig∗(Xα,0/Sα;Eα)
∼
−→ Rifαrig∗(Xα,0/S
′′
α;Eα),
et de meˆme
p ∗2αR
ifαrig∗(Xα,0/S
′
α;Eα)
∼
−→ Rifαrig∗(Xα,0/S
′′
α;Eα),
d’ou` un isomorphisme canonique
(3.4.8.4) Rifαrig∗(Xα,0/Sα;Eα)
∼
−→ Rifαrig∗(Xα,0/S
′
α;Eα).
Ainsi Rifαrig∗(Xα,0/Sα;Eα) ne de´pend que de Sα,0 ; de plus sur Sα,0 ∩ Sβ,0
ces isocristaux se recollent car on a des isomorphismes analogues a` (3.4.8.4)
et ve´rifiant la condition de cocycles. Ces donne´es qui se recollent fournissent
un isocristal surconvergent sur S/K [B 3, (2.3.2)], [LS, 8.1] note´
(3.4.8.5) Rifrig∗(E),
et c’est le seul possible d’apre`s le the´ore`me de pleine fide´lite´ de Kedlaya
[Ked 3, Theo 5.2.1] qui prouve que l’extension de l’isocristal surconvergent
de Sα,0 ∩ Sβ,0 a` Sα,0 est unique.
On raisonne de manie`re analogue pour Rifconv∗(E) et le carre´ du the´ore`me
est clairement commutatif.
L’assertion sur les changements de base S ′ → S re´sulte du the´ore`me (3.4.4).

Corollaire (3.4.8.6). Sous les hypothe`ses (3.4.8), supposons que f de´finit
X comme une intersection comple`te relativement a` S dans un espace pro-
jectif sur S [Et 5, de´f (3.2.5)]. Alors les conclusions du the´ore`me (3.4.8.2)
demeurent valides.
De´monstration. Avec les notations de [Et 5, (3.2.5.2)], chaque fα,β : Xα,β →
Sα,β se rele`ve d’apre`s [Et 5, cor (3.2.6)] en un morphisme projectif et lisse
au-dessus de V et donne lieu a` un diagramme commutatif tel que (3.4.8.1)
en remplac¸ant Sα par Sα,β , et on conclut comme pour (3.4.8.2). 
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On a la variante suivante du the´ore`me (3.4.8.2) :
The´ore`me (3.4.9). Supposons que le the´ore`me (3.4.8.2) est vrai pour tout
morphisme projectif et lisse f : X → S avec S un k-sche´ma affine et lisse
(donc sans faire l’hypothe`se Xα plat sur V). Soient S un k-sche´ma lisse et
se´pare´ et f : X → S un k-morphisme projectif et lisse. Alors, pour tout
entier i > 0, on a un diagramme commutatif de foncteurs naturels induits
par f et de´finis a` la manie`re de(3.4.8.5)
Isoc†(X/K)
Rifrig∗ //

Isoc†(S/K)

Isoc(X/K)
Rifconv∗ // Isoc(S/K)
ou` les fle`ches verticales sont les foncteurs d’oubli.
De plus ces foncteurs commutent a` tout changement de base S ′ → S entre
k-sche´mas lisses et se´pare´s ; en particulier ils commutent aux passages aux
fibres en les points ferme´s de S.
De´monstration. Il suffit de de´composer S en sche´mas affines et lisses sur k et
d’ope´rer les recollements comme dans la preuve de (3.4.8.2). 
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